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本 书 作为 高 等 院 校 理 工科 讲授 固体 物理 的 教科 书 ,目的 在 于 希望 通过 本 课 
程 的 学 习 ,使 学 生 掌握 从 事 凝聚 态 物理 研究 工作 的 起 码 的 物理 基础 ,以 及 进一步 
学 习 围 体 理论 和 凝聚 态 物理 学 所 需要 的 基本 概念 和 知识 . 

作为 凝聚 态 物 理 基础 的 固体 物理 学 ,主要 把 唱 态 物质 作为 讨论 对 象 , 在 单 粒 
于 近似 的 基础 上 ,充分 利用 出 格 的 平移 对 称 性 ,统一 处 理 周期 结构 中 波 的 传播 问 
题 , 格 波 在 周期 结构 中 传播 导致 品格 动力 学 , 德 布 男 意 波 在 周期 结构 中 传播 导致 
能 带 论 , 也 包括 自 旋 波 和 电磁 波 在 周期 结构 中 的 传播 

固体 物理 学 的 基本 任务 是 企图 从 微观 上 去 解释 因 体 材料 的 宏观 物理 性 质 ， 
并 阅 明 其 规律 性 , 系统 的 基态 和 激发 态 性 质 是 理解 固体 物理 人 性质 的 关键 ,固体 的 
基态 只 依 帧 于 体系 中 粒子 之 间 的 内 事 相 互 作用 , 例如 ,考虑 轩 体 中 不 同类 型 的 原 
子 间 的 相互 作用 ,可 以 构 进 成 具有 不 同 对 称 性 的 晶体 结构 . 而 建立 在 单 电子 基础 
上 的 金属 电子 论 , 体 系 的 基态 是 电子 按 能 级 填充 ,一 直到 费 米 能 为 止 , 这 是 忽略 
了 相互 作用 的 基 杰 . 除 此 之 外 ,不 同 的 相互 作用 将 在 一 定 条 件 下 构成 形形色色 的 
固体 基态 ,例如 ,磁性 离子 之 则 的 交换 作用 可 以 形成 铁 磁 或 反 铁 磁 基态 ,电子 与 
声 子 的 相互 作用 使 绵 米面 附近 的 电子 配对 ( 称 为 库 珀 对 ) 构 成 常规 超导体 的 基 
态 , 等 等 , 基态 不 仅 是 能 量 的 最 低 状 态 ,而 且 是 某 种 有 序 状态 . 晶体 在 外 场 扰动 下 
将 从 基态 跃迁 到 激发 态 . 在 能 外 场 下 ,晶体 的 低 激发 态 可 以 看 作 一 些 独立 激发 音 
元 的 集合 ,这 些 激发 单元 通常 称 为 元 激发 . 在 本 书 的 相应 章节 中 ,应 用 简单 模型 
和 处 理 方法 去 论述 系统 的 基 杰 和 激发 态 属性 ,自然 地 引入 各 种 类 型 的 基态 和 元 
激发 ,这 些 元 激发 包括 : 准 电 子 \ 空 灾 \ 声 子 、 极 化 激 元 ,等 离 激 元 、 激 子 和 自 放 波 
量子 等 ,而 不 将 固体 中 的 元 激发 作为 专 章 讨论 

团体 物理 是 建立 在 周期 性 和 单 粒子 近似 下 的 简单 理论 . 对 于 偏离 周期 性 的 
系统 (包括 准 周期 系统 ,无 序 系统 、 含 缺陷 的 晶体 表面 和 界面 等 ) 以 及 由 于 无 序 
导致 的 局 域 化 问题 ,并 不 做 全 面 的 论述 ,只 是 在 适当 的 章节 ,穿插 菜 些 典 型 例子 
点 到 为 止 , 以 此 说 明 简单 理论 的 局 限 性 和 和 解决 问题 的 思路 . 超越 单 粒子 近似 而 计 
入 粒子 间 相 互 作用 的 多 体 效应 问题 ,诸如 金属 磁性 和 超 导 电 性 ,只 在 本 书 第 七 章 
和 第 八 章 中 做 简单 讨论 至 于 帘 能 带 系统 中 电子 关联 导致 的 金属 - 绝缘 体 相 变 
等 问题 也 只 以 典型 例子 在 相应 章节 中 加 以 讨论 

本 书 是 根据 作者 多 年 来 在 南京 大 学 讲授 固体 物理 的 讲稿 整理 而 成 的 . 凝聚 


着 序言 


态 物 理 是 一 门 发 展 迅速 涉及 范围 广泛 的 学 科 ,. 作为 凝聚 态 物理 基础 的 固体 物理 
学 ,自然 要 适应 学 科 发 展 的 需要 ,不 断 地 增添 一 些 新 的 内 容 . 但 是 作为 一 本 面 对 
大 学 本 科 阶 段 的 教科 书 , 如 果 一 味 贪 新 求全 ,必然 得 之 东山， 失 之 桑 榆 ,以 致 教 村 
理论 艰 涩 .内 容 腾 肿 ,篇 幅 洪 繁 ,不 利 施 教 . 因此 在 内 容 取 会 、 顺 序 安排 ,处 理 深浅 
诸 方面 都 颇 多 其 酌 . 本 书 力求 在 传统 固体 物理 的 理论 框架 下 ,穿插 一 些 新 的 进展 
内 容 , 尽 量 不 涉及 商 等 量子 力学 和 复杂 的 数学 处 理 , 做 到 物理 图 像 清晰 ,内 容 融 
会 贯通 全 书 共 包括 晶体 的 结构 及 其 对 称 性 晶体 的 结合 、 唱 格 动力 学 和 晶体 的 
热学 性 质 \ 能 带 论 、 金 属 电子 论 、 半 导体 电子 论 、 困 体 磁性 和 超 导 电 性 等 8 章 , 前 
七 章 由 骨 安 执笔 ,第 八 章 由 章 维 益 执笔 ,全 书 由 章 维 益 和 胡 安 讨论 定稿 . 

本 书 的 最 后 附 有 习题 选编 . 习题 可 分 为 两 类 :一 类 是 基本 题目 ,目的 是 为 了 
使 学 生 巩 固 和 加 深 对 授课 内 容 的 理解 ; 男 一 类 涉及 凝聚 态 物理 的 许多 重要 物理 
效应 ,诸如 射线 衍射 线 宽 , 德 拜 - 瓦 勒 因子 ,KCw 晶 格 的 马 德 隆 常 数 、 科 思 反 
常 、 软 声 子 模 , 派 尔 斯 失 稳 、 反 铁 磁 自 旋 波 , 近 及 效应 等 , 由 于 教材 篇 幅 的 限制 ,不 
拟 将 后 一 类 题目 的 内 容纳 入 教材 正文 ,而 将 其 作为 习题 使 之 与 正文 的 团体 物理 
基本 理论 前 后 呼应 , 相 得 冀 彰 . 这 样 不 仅 可 以 充分 发 皖 学 生 的 独立 思考 的 潜质 ， 
也 可 以 培养 他 们 将 来 从 事 科学 研究 的 能 力 、 

在 成 书 的 过 程 中 ,我 们 始终 得 到 冯 端 教授 , 李 正 中 教授 和 张 可 查 教 授 的 热情 
指导 和 鼓励 . 在 文字 处 理 和 插图 绘制 方面 ,得 到 张 维 、 万 去 群 , 孙 亮 , 陈 超 蜡 、 讲 外 
竺 先生 的 热情 帮助 , 谨 此 致谢 . 由 于 作者 学 识 浅 陋 , 书 中 必定 存在 许多 错误 和 不 
爱 之 处 ， 析 请 各 位 专家 及 广大 读者 予以 批评 指正 


胡 安 章 维 益 
2005 年 1 月 
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第 一 章 
晶体 的 结构 及 其 对 称 性 


股权 态 物质 包括 流体、 因 体 以 及 介 于 其 间 的 软 物质 (如 液晶、 淫 胶 等 ) ,它们 是 原 于 、 离 子 
或 分 子 的 聚集 体 , 因 休 是 锥 肾 态 物质 中 的 一 种 特 珠 肾 集 形态 . 在 压强 和 温度 一 定 , 且 无 外 力作 
用 时 , 它 的 形 执 和 体积 保持 不 变 , 液体 则 没有 这 种 性 质 . 根据 组 成 粒子 在 空间 排列 的 有 序 度 和 
对 称 性 ,国体 可 以 分 为 晶体 、 准 蜗 体 和 非 晶体 三 类 

晶 才 国体 的 组 成 柱子 在 空间 周期 性 排列 ,具有 长 程序 .由 于 膨 期 性 的 限制 ， 它 不 能 保持 对 
任意 的 平移 和 补 焊 不 变 ,其 对 条 性 是 丰 寻 的 ， 

与 出 态 因 体 相反 , 非 趾 态 因 体 的 组 成 垃 子 在 空间 的 分 布 是 完全 无 序 或 仅仅 具有 组 程序 
落 不 者 虑 可 能 存在 的 短程 序 , 根 据 物性 测量 的 判断 ,在 统计 意义 上 ,可 以 认为 无 序 国体 中 粒子 
的 分 布 与 气体 和 深 体 相似, 是 均匀 球 对 称 的 ,因此 具有 高 度 的 对 称 性 ,对 任意 的 平移 和 说 畦 
不 变 

准 晶体 介 于 晶体 和 非 晶 体 之 间 , 最 然 粒子 的 分 布 是 完全 有 序 的 ,但 不 具有 用 期 性 ,仅仅 具 
有 长 程 取向 序 .因此 可 以 具有 晶体 所 不 九 许 的 旋转 对 称 性 

国体 物理 把 唱机 物质 作为 主要 讨论 对 象 , 基 本 的 出 发 虚 在 于 强调 有 期 性 , 考 虚 破 缺 的 对 
称 性 .偏离 周期 性 的 问题 ,仅仅 作为 国体 物理 学 类 本 理论 的 向 外 是 拓 . 本 章 将 简要 地 阅 明 晶体 
申 原子 用 期 性 排列 及 其 对 称 性 的 一 些 基本 规律 基本 概念 和 数学 描述 ,此 外 ,也 落 要 地 仅 述 晶 
体 的 X 揣 线 村 射 学 ,为 描述 晶体 结构 提供 实验 基础 
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一 、 胡 体 结 构 及 其 元 


1 晶体 结构 
晶体 中 原子 的 规则 排列 称 为 品格 . 不 同 的 晶体 中 原子 的 排列 形式 可 能 是 不 
相同 的 ,我 们 把 晶体 中 原子 的 具体 排列 形式 称 为 晶体 结构 . 下 面 介绍 几 种 最 常见 
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的 晶体 结构 - 

(1) 简单 立方 (se) 晶体 结构 

将 同一 种 元 素 的 原子 置 于 立方 体 的 项 角 上 , 便 得 到 简单 立方 晶体 结构 ,如 图 
1.1.1 所 示 . 实际 的 晶 格 应 是 这 一 单元 在 空间 无 限 重复 排列 . 显然 ,这 是 一 
种 自然 界 非常 军 见 的 结构 ,因为 这 种 结构 往往 并 不 对 应 能 量 最 低 的 基态 ,通常 它 
对 于 切 变 是 不 稳定 的 , 至 今 在 自然 界 中 ,正常 条 件 下 ,发 现 的 唯一 例子 是 外 (Po) 
的 a 相 晶体 , 从 图 1. 1. 1 可 以 看 到 ,在 这 种 结构 形成 的 晶 格 中 , 任 一 个 原子 的 位 
置 都 是 完全 等 价 的 . 无 论 从 哪 一 个 原子 去 看 ,周围 原子 的 分 布 和 排列 方位 都 是 完 
全 相同 的 .将 整个 品格 作 从 一 个 原子 到 任何 一 个 原子 的 平移 ,都 能 完全 复原 . 通 
常 把 每 个 原子 周围 的 最 近邻 原子 数 称 为 配 位 数 ,简单 立方 结构 原子 的 配 位 数 
为 6 

(2) 体 心 立方 (bee ) 蝇 体 结构 

将 一 个 相同 的 原子 置 于 简单 立方 结构 的 立方 体 的 中 心 , 便 得 到 体 心 立方 晶 
体 结构 ,如 图 1.1.2 所 示 , 注意 ,在 这 种 结 均 中 ,每 个 原子 的 位 置 也 是 完全 等 价 
的 ,因为 每 个 原子 都 处 于 8 个 同类 原子 构成 的 立方 体 的 中 心 . 其 配 位 数 为 8. 相 
当 多 的 金属 ,如 碱 金属 Li\Na\K、Rb、Cs 和 难 熔 金 属 W、Mo、Nb ,Ta 等 ,具有 体 心 
立方 晶体 结构 . 


图 1.1.1 se 局 体 结构 图 上 1.2 bee 品 体 结构 

(3) 密 堆 晶 体 结构 

如 果 将 晶体 结构 看 成 是 原子 球 的 规则 堆积 ,显然 体 心 立方 结构 的 堆积 密度 
大 于 简单 立方 晶体 结构 . 但 是 它们 都 不 是 最 密 的 堆积 方式 , 图 1. 1. 3 表示 原子 球 
在 一 个 平面 内 的 最 紧密 的 排列 方式 , 称 为 密 排 面 . 把 密 排 面 登 起 来 可 以 形成 三 维 
结构 .为 了 堆积 最 密 , 上 一 层 的 球 心 必须 对 准 下 一 层 的 球 阶 . 如 果 把 第 一 层 原子 
球 心 位 置 记 为 A, 第 二 层 原子 可 以 放 在 第 一 层 原子 的 球 际 B 处 ,也 可 以 放 在 球 阶 
5 处 ,但 是 为 了 保证 第 二 层 原子 排列 为 密 排 面 ,选择 了 B 位 就 不 能 占据 C 位 .由 
此 可 知 ,存在 各 种 各 样 可 能 的 周期 性 堆积 的 序列 

如 果 按照 …ABCABC… 序 列 堆积 , 便 构 成 面 心 立方 (fec) 晶体 结构 . 图 1. 1. 4 
表示 面 心 立方 品 体 结 构 . 原子 处 于 立方 体 的 顶 角 和 每 个 面 的 中 心 . 为 了 弄 清 密 排 
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图 1.1.3 密 排 面 
面 与 堆积 方向 ,图 中 用 阴影 表示 密 排 面 , 它 是 立方 体 的 空间 对 角 面 ,堆积 方向 沿 
空间 对 角 线 方向 , 在 这 种 结构 里 ,每 个 原子 的 周围 环境 ,就 形式 和 取向 都 是 相同 
的 ,每 个 原子 周围 有 12 个 最 近邻 的 相同 原子 , 配 位 数 为 12, 有 很 多 金属 ,例如 
Cu Ag、Au ALNi 等 蝇 体 具有 面 心 立方 晶体 结构 . 


图 1.1.4 foe 而 体 结构 ,阴影 表示 密 排 面 图 1.1.5 hep 蜗 体 结构 


如 果 按照 … ABABAB… 序列 堆积 , 便 构 成 六 角 密 堆 (hcp) 晶体 结构 , 图 
1.1.5 给 出 六 角 密 堆 结构 示意 图 . 显然 ,在 这 种 结构 中 ,每 个 原子 周围 也 有 12 个 
相同 原子 最 近邻 , 配 位 数 为 12. 但 A 位 和 B 位 原子 周围 原子 的 排 布 和 取向 是 不 
相同 的 ,尽管 它们 都 是 同一 种 原子 , 因为 从 一 个 A 位 原子 来 看 ,上 、 下 两 层 B 位 
原子 构成 的 三 角形 与 从 一 个 B 位 原子 来 看 ,上 ,下 两 层 A 原子 构成 的 三 角形 取 
向 取 差 180", 因此 在 这 种 结构 中 A、B 两 类 原子 是 不 等 价 的 许多 元 素 的 原子 , 例 
如 Be、Mg、Zn\Cd\Ti 等 ,构成 的 晶体 具有 六 角 密 堆 品 体 结构 . 

(4) 金刚 石 结构 

金刚 石 唱 体 由 碳 原 子 组 成 . 其 原子 的 排列 方式 称 金刚 石 结构 , 如 图 1.1.6 所 
示 , 碳 原子 除了 占据 立方 体 的 顶 角 和 面 心 位 置 外 ,在 四 条 空间 对 角 线 上 还 有 4 个 
碳 原子 ,其 中 两 个 处 于 两 条 空间 对 角 线 的 1/4 处 , 另 两 个 处 于 剩 下 的 两 条 空间 对 
角 线 的 3/4 处 . 显然 ,处 于 立方 体 顶 角 及 面 心 位 置 的 原子 与 体内 的 原子 是 两 类 位 
置 不 等 价 的 原子 因为 ,它们 虽然 都 是 碳 原子 ,而 且 每 类 原子 都 处 于 另 一 类 原子 
构成 的 正四 面体 的 中 心 , 配 位 数 为 4, 但 两 类 四 面体 的 取向 相差 90*. 除了 金刚 石 


4 第 一 章 ， 曲 体 的 结构 及 其 对 称 性 


外 ,重要 的 元 素 半导体 晶体 如 硅 和 销 , 也 具有 这 种 晶体 结构 | 
以 上 介绍 的 都 是 由 同一 种 原子 构成 的 元 素 唱 体 . 下 面 介 绍 几 种 常见 的 化 合 
物品 体 


图 1.1.6 金刚 石 结构 图 1.1.7 MacCl 结 构 

(5) NaCl 结构 

将 Na 离子 和 C1 离子 交替 排放 在 一 个 简单 立方 晶 格 上 ,构成 NaCl 结构 ， 
如 图 1. 1. 7 所 示 , 在 这 个 立方 体内 有 四 个 净 NaCl 单元 ,其 离子 位 置 为 
oy 做 生 1 9 1 1 
CL;000, 广 训 01 广 0 冯 必 广 六 : 
Pe Ne eg 
i a 

每 个 离子 有 6 个 异类 离子 作为 最 近邻 , 配 位 数 为 6. 显然 两 类 离子 是 不 等 价 
的 .除了 NaCl 外 ,所 有 碱 金属 秽 化 物 晶 体 , 如 LiF、KCI\Lil 等 都 具有 NaCl 品 体 结 
构 ， 


00. 


(6) 氨 化 饱 (CsCH) 晶体 结构 

CsC1 结构 与 体 心 立方 结构 相仿 ,只 是 体 心 位 置 为 
一 种 离子 , 顶 角 为 另 一 种 离子 ,如 图 1.1.8 所 示 , 每 个 
立方 体内 只 有 一 个 净 CsCl 单元 , 每 一 个 离子 位 于 异类 
离子 构成 的 立方 体 中 心 , 配 位 数 为 8. 具有 CsC1 结 构 的 
其 他 代表 性 晶体 有 TiBr、TILNH,CI 等 . 

《7) 立方 硫化 锌 (ZnS) 结 构 

在 金刚 石 结构 中 ,如 果 面 心 立方 位 置 放 一 种 离子 ， 
而 空间 对 角 线 位 置 放 另 一 种 离子 ,如 图 1.1.9 所 示 , 就 图 1.1.8 CaCl 结构 
得 到 硫化 锌 结构 . 每 种 离子 位 于 异类 离子 构成 的 正四 面体 中 心 , 配 位 数 为 4. 其 
他 具有 立方 硫化 锌 结构 的 晶体 例子 有 CuF CuCl、Agl ,ZnSe 等 . 

(8) 钙 钛 矿 (ABO, ) 结 构 

理想 的 ABO, 结构 如 图 1. 1. 10 所 示 . 如 A 原子 位 于 立方 体 的 顶 角 ,B 原子 
位 于 体 心 位 置 , 则 氧 原子 位 于 面 心 位 置 , 可 以 看 到 B 原子 位 于 氧 原子 形成 的 人 
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aA eB «oO 


间 1.1.9 ZnS 结 构 几 1.1.10 ARO, 结构 


面体 中 心 , 钙 钛 矿 结构 氧化 物 是 一 个 性 能 丰富 而 又 成 员 数目 施 大 的 家 族 . 例如 典 
型 的 铁 电 蝇 体 BaTi0, ,LiNbO, ,PbZr0, ,高 温 超 导体 的 稀土 钢 气 化物 ,和 近年 来 
发 现 的 具有 特大 磁 电阻 的 稀土 锰 氧 化 物 ,都 具有 钙 钛 矿 结构 或 畸变 的 钙 詹 矿 
结构 

2， 简 单 品格 和 复式 晶 格 

从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 到 ,存在 两 类 不 同 的 晶体 结构 . 在 一 类 结构 形成 的 品 
格 中 ,所 有 原子 是 完全 等 价 的 . 作 从 一 个 原子 到 另 一 任意 原子 的 平移 , 属 格 完全 
复原 ,例如 se ,bee 和 fee 结构 形成 的 晶 格 , 称 为 简单 而 格 或 布 拉 维 格子 , 另 一 类 
晶 格 中 ,存在 两 个 或 两 个 以 上 不 等 价 的 原子 或 离子 ,例如 由 hep 结构 ,人 金刚石 结 
构 ,NaCl 结构 .CsCl 结构 ,ZnS 结构 和 ABO, 结构 形成 的 唱 格 , 称 为 复式 品格 , 它 
们 的 原子 或 离子 不 构成 单一 的 布 拉 维 格子 , 即 从 一 个 原子 或 离子 到 任意 一 个 不 
等 价 的 原子 或 离子 作 平 移 , 上 总 格 不 能 复原 , 一 个 复式 品格 总 可 以 看 成 由 两 个 或 两 
个 以 上 的 布 拉 维 格子 套 构 而 成 . 它 决 定 于 这 种 晶 格 中 不 等 价 的 原子 或 离子 的 数 
目 , 例如 金刚 石 结构 中 ,存在 两 种 不 等 价 的 原子 ,每 种 原子 分 别 构成 耐心 立方 布 
拉 维 格子 ,因此 金刚 石 唱 格 可 以 看 成 沿 体 对 角 线 相 所 错开 1/4 长 度 的 两 个 面 心 
立方 布 拉 维 格子 赛 构 而 成 同样 可 知 ,NaCl 品格 由 两 个 面 心 立方 布 拉 维 格子 套 
构 而 成 ,CsCl 晶 格 由 两 个 简单 立方 布 拉 维 格子 套 构 而 成 ,而 ABO, 晶 格 则 由 5 个 
简单 立方 布 拉 维 格子 赛 构 而 成 . 

3 基 元 

应 当知 道 ,除了 所 有 化 合 物 蝇 体 都 是 复式 蝇 格 外 ,元 素 品 体 虽然 所 有 原子 都 
是 相同 的 ,也 可 能 是 复式 癌 恪 ,因为 原子 在 格 位 上 占据 的 几何 位 置 可 以 是 不 等 价 
的 .但 是 ,无 论 是 简单 品格 还 是 复式 晶 格 , 都 能 找到 一 个 最 小 的 ,完全 等 价 的 结构 
单元 . 一 个 理想 的 晶体 可 以 由 这 个 全 同 的 结构 单元 在 空间 无 限 周期 重复 而 得 到 
这 个 基本 的 结构 单元 称 为 基 元 , 它 可 以 含有 一 个 原子 或 者 一 个 原子 (或 离子 ) 
群 .简单 品格 的 基 元 中 只 含 一 个 原子 . 而 复式 晶 格 的 基 元 中 含有 两 个 以 上 的 原子 
或 离子 , 例如 金刚 石 结构 的 基 元 中 含有 两 个 碳 原子 ,ABO, 结构 的 基 元 中 含有 5 
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个 离子 .图 1.1. 11(a) 表 示 一 个 二 维 复式 晶 格 的 基 元 的 一 种 可 能 选择 方式 . 


二 、 结 点 和 点 阵 


固体 物理 的 基本 理论 强调 晶 格 的 周期 性 或 平移 对 称 性 , 因此 ,忽略 结构 中 基 
元 内 原子 分 布 的 细节 ,用 一 个 几何 点 来 代表 它 ,这 个 几何 点 称 为 结 点 . 于 是 晶 格 
就 被 抽象 为 一 个 纯粹 的 几何 结构 , 称 为 点 阵 , 图 1. 1, 11(b) 表示 如 何 将 一 个 二 维 


复式 晶 格 抽象 为 点 阵 ， 


点 阵 是 一 个 分 立 点 的 无 限 阵列 . 从 这 个 阵列 的 任何 一 个 结 点 去 看 ,周围 结 点 


图 上 .1.1 
(4) 藉 元 的 一 种 选择 方式 . 医 元 中 含有 。 和 0 两 种 原子 (或 元 于 ) 
(b) 二 维 复式 前 格 对 应 的 点 阵 及 其 笑 和 初 基 元 胞 的 两 种 选择 方式 


四 


二 维 复式 品格 


的 分 布 和 方位 都 是 精确 相同 的 . 点 阵 完全 反映 了 晶 格 的 平移 对 称 性 ， 


点 阵 是 结构 的 数学 抽象 . 只 要 将 基 元 按 点 阵 排 布 , 就 能 得 到 晶体 的 结构 . 点 


阵 与 结构 的 逻辑 关系 是 : 
《点 阵 )》 +《 基 元 ) = 《晶体 结构 》 
下 面 列 出 常见 的 晶体 结构 对 应 的 点 阵 . 


结 构 类 别 | 基 元 中 原 ( 离 ) 子 数 | 点 阵 于 格子 数 
se 结构 简单 1 ac 点 阵 1 个 格子 
bee 结构 简单 1 bee 点 阵 1 个 格子 
fee 结 构 简单 1 fee 点 阵 1 个 格子 


结构 点 阵 子 格子 数 
hep 结构 [TI 
”金刚石 结构 |] foe 点 阵 2 个 全 

NaCl 结构- | 人 点 除 个 格 子 
CsCl 结构 we 点 阵 2 个 格子 

05 结构 | emp 不 格子 

ABO, 结构 se 点 阵 5 个 格子 


可 见 , 只 有 简单 品格 的 结构 与 点 阵 形式 上 是 一 致 的 , 复式 晶 格 的 结构 与 点 阵 
形式 上 不 一 致 , 它 可 以 看 成 若干 个 与 其 点 阵 形式 相同 的 子 格子 赛 构 而 成 ,这 些 子 
格子 相互 不 能 通过 点 阵 平移 重合 子 格子 数目 恰恰 等 于 基 元 中 原子 (离子 ) 的 数 
目 , 同时 可 以 看 到 ,同一 种 点 阵 可 以 对 应 不 同 的 晶体 结构 ,但 它们 具有 相同 的 平 
移 对 称 性 . 


三 、 基 夫 和 元 胞 


1 ， 基 矢 
为 了 在 数学 上 精确 地 描述 一 个 点 阵 , 对 于 一 个 给 定 的 点 阵 总 可 以 选择 三 个 
不 共 面 的 基本 平移 矢量 ol ,a; ,a , 称 为 点 阵 的 基 矢 ,使 得 矢 世 


R, = ha +ha+ha, = DE (1.1.1) 


当 上 到 一 切 正 , 负 整数 (包括 零 ) 时 ,矢量 R, 端点 的 集合 包含 且 仅 包含 点 阵 中 所 
有 的 结 点 无 遗 . 于 是 ,在 数学 上 可 以 用 一 个 空间 的 密度 函数 将 点 阵 表示 为 
p(n) = E58) (1.2) 


它 是 一 系列 峰值 在 R, 的 5 函数 之 和 , 由 于 式 (1.1.2) 是 对 一 切 平移 矢量 R, 求 
和 ,因此 P(r) 应 是 R, 的 周期 函数 : 
plr+R) =p(r) (il) 
由 此 可 见 , 唱 格 并 不 对 任意 的 平移 不 变 ,而 只 对 一 组 离散 的 平移 矢量 Ri(L 只 取 
整数 ) 具 有 不 变性 , 称 为 破 缺 的 平移 对 称 性 . 
实际 上 ,如 果 晶 体 中 所 有 基 元 都 严格 地 处 于 点 阵 所 确定 的 格 位 上 ,那么 晶体 
内 的 一 切 物理 量 ,都 精确 的 是 R, 的 周期 函数 , 例如 ,电子 的 势能 函数 满足 
Vr+R) = Vr) (1.1.4) 
值得 注意 的 是 ,对 一 个 给 定 的 点 阵 , 基 矢 的 选择 不 是 唯一 的 ,存在 无 限 多 种 
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不 等 价 的 选择 方式 . 但 每 种 选择 必须 满足 a, ,ae ,a, 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 
ai (aa xas) 相 等 ,其 中 只 包含 一 个 结 点 . 图 1.1. 11(b) 表 示 一 个 二 维 点 阵 的 两 
种 基 矢 选择 方法 . 
2. 元 胞 
一 个 点 阵 ,通常 定义 三 种 元 胞 : 初 基 元 胞 , 单 胞 和 维 格 纳 - 塞 茨 ( Wign- 
er-Seitz) 元 胞 ,简称 W - S 元 胞 . 
) 初 基 元 胞 是 一 个 空间 体积 , 当 通过 所 有 平移 矢量 R, 作 平 移 时 , 它 可 以 
既 无 交 答 ,也 不 留 下 空 卫 地 填 满 整个 空间 , 因此 ,一 个 初 基 元 胞 中 必定 只 包含 
个 结 点 , 如 果 单 位 体积 中 结 点 的 数目 为 N, 初 基 元 胞 的 体积 为 2, 则 有 NQ=1, 显 
然 , 可 以 选择 基 矢 a, ,a: .@, 所 确定 的 平行 六 面体 作为 初 基 元 胞 , 它 在 空间 所 占 
的 体积 为 
有 = "(axa,) (115) 
其 中 只 包含 一 个 结 点 . 
由 于 基 矢 的 选择 不 是 唯一 的 , 初 基 原 胞 的 选择 也 不 是 唯一 的 , 为 了 一 致 起 
见 , 对 于 每 一 种 点 阵 ,通常 约定 一 种 公认 的 基 矢 和 元 胞 的 选择 方式 . 图 1.1.12 给 
出 se 点 阵 、bee 点 阵 和 fee 点 阵 的 基 矢 和 初 基 元 胞 的 约定 选择 方式 


和 全 


间 1,1,12 基 矢 和 元 胞 的 选择 


(CD me 点 阵 《b) bee 点 队 《<) fo 点 阵 
对 于 简单 立方 点 阵 ,选择 
MW = a 可 a =ak (1.1.6) 


其 中 a 为 立方 胞 的 边 长 i、 让 k 为 直角 坐标 系 中 的 单位 矢量 , 可 以 将 ol .as\as 在 
直角 坐标 系 的 分 量 写成 矩阵 形式 ， 


1 0 0 
4 A 
0 0 1 


=a' (axo)= 14| = (1.1.8) 


初 基 元 胞 的 体积 为 


二 1,.1 唱 格 及 其 平移 对 称 性 9 


其 中 |4 | 为 矩阵 4 的 行列 式 . 
对 于 体 心 立方 点 阵 ,选择 三 个 对 称 的 基 矢 ， 


a = 人 tt) 


= +) (1.1.9) 


0 tk) 


矩阵 形式 为 
-1 1 1 
| Yr | (1.1.10) 
1 和 
N=a: (axa)= 14| = 
对 手 面 心 立 方 点 阵 , 也 选择 三 个 对 称 的 基 矢 : 
CO 
kt) (1.1.11) 
+t) 
矩阵 形式 为 
0 ws 
“i 0 | (4.12) 
1 1 


N=a (axa) = 141| = he 


基 矢 a ,aa ,qs 往往 不 构成 正 交 系 ,由 它 构成 的 初 基 元 胞 也 往往 不 能 直观 地 
反映 点 阵 的 宏观 对 称 性 , 但 它们 都 能 完全 反映 点 阵 的 平移 对 称 性 . 

(2) 单 胞 

为 了 能 直观 地 反映 点 阵 的 宏观 对 称 性 ,往往 选择 一 个 非 初 基 的 元 胞 , 称 为 单 
胞 , 单 胞 的 三 条 楼 , 记 为 a.b、e, 称 为 晶 轴 ,通常 选择 c 为 品 体 的 主要 对 称 轴 方 
向 .a,b\e 尽 可 能 地 构成 正 交 系 ,它们 的 长 度 a、b\e 称 为 晶 格 常数 . 单 胞 是 一 个 
扩大 了 的 元 胞 , 它 不 能 通过 所 有 的 平移 矢量 R， +4as + na 无 交 蕉 地 填 满 
整个 空间 ,只 能 通过 点 阵 平移 矢量 的 一 个 子 集 T， 49 + mab + me 作 平 移 无 交 
登 地 填 满 整个 空间 ,因此 不 能 完全 反映 点 阵 的 平移 对 称 性 . 对 于 sc 点 阵 ,bee 点 
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阵 和 fee 点 阵 , 通 常 选 择 立方 胞 为 其 单 胞 ,如 图 1. 1. 12 所 示 . 可 见 se 点 阵 的 初 基 
元 胞 和 单 胞 是 一 致 的 ;bee 点 阵 的 单 胞 体积 为 初 基 元 胞 体积 的 两 倍 ,每 个 单 胞 内 
包含 两 个 结 点 ,因此 是 非 初 基 的 ;而 fee 点 阵 的 单 胞 体积 为 初 基 元 胞 体积 的 四 
倍 ,每 个 单 胞 中 有 四 个 结 点 ,也 是 非 初 基 的 . 

单 胞 虽然 不 是 初 基 的 ,但 它 能 充分 反映 点 阵 的 宏观 对 称 性 ,因此 在 结晶 学 中 
常常 采用 它 . 

(3) 维 格 纳 - 赛欧 (W -5) 元 胞 

点 阵 的 WW-S 元 胞 是 一 种 既 能 完全 反映 
点 阵 平移 对 称 性 ,又 能 充分 反映 点 阵 宏观 对 
称 性 的 空间 区 域 . 一 般 而 言 , 它 不 是 一 个 平行 
六 面体 ,而 是 一 个 多 面体 点 阵 的 结 点 处 于 元 
胞 的 中 心 , 而 不 在 元 胞 的 顶 角 上 . 通过 连接 任 。 图 上 1 13 一 个 二 夫 点 了 的 
意 两 个 结 点 的 平移 矢量 作 平 移 ,可 以 使 包围 W -S 元 胞 
这 两 个 结 点 的 W -5 元 胞 重合 . 通过 所 有 平移 矢量 R, = 4a, + 14a + 6) 作 平移 ， 
可 以 无 交 登 地 填 满 整个 空间 . 因此 一 个 W - $ 元 胞 中 只 包含 一 个 结 点 , 它 是 初 
基 的 . 

可 以 这 样 来 构造 点 阵 中 关于 一 个 结 点 的 W - $ 元 胞 ,把 这 个 结 点 同 所 有 其 
他 结 点 (往往 只 是 近邻 结 点 ) 用 直线 连接 起 来 , 作 这 些 连 线 的 中 重 面 . 这 些 面包 
围 的 最 小 多 面体 ,构成 关于 这 个 结 点 的 W - $ 元 胞 , 图 1. 1. 13 表示 ,在 一 个 二 维 
点 阵 中 ， 一 个 结 点 的 W - $ 元 胞 的 构造 ， 
bee 点 阵 ,每 个 结 点 有 8 个 最 近邻 ,它们 连 线 的 中 垂 面 围 成 一 个 正 
八 面体 ,另外 这 个 结 点 还 有 6 个 次 近邻 ,它们 连 线 的 中 垂 面 截 去 正八 面体 的 6 个 
顶 角 ,构成 一 个 截 角 八 面体 , 即 十 四 面体 , 它 就 是 bee 点 阵 中 关于 这 个 结 点 的 
WW-S 元 胞 ,如 图 1. 1 14 所 示 , 对 于 三 维 的 fee 点 阵 ,每 个 结 点 有 12 个 最 近邻 ,其 
连 线 的 中 重 面 构成 一 个 正 十 二 面体 ,其 他 近邻 连 线 的 中 重 面 不 与 之 相 截 ,所 以 
fee 点 阵 关 于 一 个 结 点 的 W -S 元 胞 是 一 个 正 十 二 面体 ,如 图 1.1.15 所 示 . 


图 1.1.14 bee 点 阵 的 四-S 元 胞 图 1.1.15 fec 点 阵 的 而-S 元 胞 
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由 于 W -5 元 胞 是 初 基 的 ,又 能 完全 反映 点 阵 的 对 称 性 ,因此 在 固体 物理 的 
理论 研究 中 有 重要 的 应 用 . 


$1.2 晶 列 和 晶 面 


一 、 晶 列 及 其 晶 向 标志 


由 于 点 阵 中 的 结 点 周期 性 排列 ,点 阵 的 结 点 可 以 看 成 分 布 在 一 系列 相互 平 
行 的 直线 上 , 称 这 些 直线 为 一 族 品 列 , 一 族 晶 列 应 包含 点 阵 中 所 有 结 点 无 址 , 点 
阵 中 应 有 无 穷 多 族 蝇 列 . 每 一 族 品 列 定义 了 一 个 方向 , 称 晶 向 

如 果 从 一 个 结 点 沿 某 申 列 方向 到 最 近邻 结 点 的 平移 矢量 为 


R, = ha + las + ba, 


则 用 4,4 来 标志 该 晶 列 所 对 应 的 晶 向 , 记 llool 
为 [4,4,,4], 称 为 品 向 指数 . 由 于 R 是 该 广 pe 
向 的 最 短 平 移 矢量 ,1 ,4 \ 一 定 是 互 质 的 整 

数 , 44.4 可 以 是 正 或 负 整 数 ,按照 惯例 负 /| 
指数 用 头顶 上 加 一 横 表 示 , 例 如 -人 记 为 人 


由 于 品格 的 对 称 性 ,常用 (4,4,4) 表 示 点 了 
中 一 组 对 称 的 晶 向 , 图 1.2. 1 中 表示 简单 立 
方 点 隆 中 几 个 主要 的 唱 列 及 其 秀 向 标志 ， 。 网 上 2 1 简单 立方 点 阵 中 的 
《N1) 表 示 [111 .TUJCLTI Doo'Clol UNIToo] 避 向 
CD OTDUTUD ITTI 人 个 对 称 的 空间 对 角 线 方向 . 


过、 而 面 及 有 理 指 数 定律 


点 阵 的 结 点 也 可 以 看 成 分 布 在 一 系列 平行 且 等 间距 的 平面 上 ,这 些 平面 称 
为 一 族 晶 面 . 一 族 蝇 面 中 的 任何 一 个 晶 面 上 ,应 有 无 穷 多 结 点 ,而 一 族 曲面 应 包 
插 所 有 结 点 无 遗 . 同一 点 阵 可 以 有 无 限 多 方向 不 同 的 晶 面 族 . 

数学 上 要 描述 一 个 平面 方位 ,就 是 要 在 选 定 的 坐标 系 中 ,表示 该 平面 的 法 线 
的 方向 余弦 ,或 给 出 该 平面 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 . 

为 了 标 个 曲 而 ,通常 选择 一 个 点 阵 结 点 为 原点 ,以 基 矢 ol .a; ,a 为 从 
标 轴 ,并 取 a, .a, .a 为 沿 三 个 坐标 轴 的 天 然 长 度 单位 . 设 点 阵 中 某 族 品 面 的 面 
间距 为 4, 法 线 方向 的 单位 矢量 为 e,, 如 图 1. 2. 2 所 示 . 

由 于 一 族 蝇 面 中 的 诸 平面 平行 等 间距 , 且 包 括 所 有 结 点 无 遗 , 必 有 一 品 面 
过 原点 , 记 为 第 0 个 晶 面 ,其 余 曲面 将 均匀 切割 坐标 轴 , 该 曲面 族 中 ,从 原点 算 起 
第 个 曲面 到 原点 的 距离 为 wd, 晶 面 方程 为 


A 


{nol 
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Xe =pd (1.2.1) 
其 中 为 整数 ,大 为 曲面 上 的 任意 一 点 的 位 矢 . 设 
该 晶 面 与 三 个 坐标 轴 交 点 的 截 距 为 ma .wo ea， 
依次 代 人 方程 (1. 2. 1) ,并 取 天 然 长 度 单位 ,有 
reos (qse,) = pd 
d (1.2.2) 


cos (qe,) = pd 


Seos (asse,) 


由 此 可 以 得 到 
Cos (qe,): cos (qs,0,) : cos (qa,e,) 图 上 2.2 一 族 晶 面 中 第 上 个 
wT 蝇 面 的 法 线 方向 和 在 
(0 2 3) 天 需 举 标 系 中 的 夫 中 


可 以 证 明 mv 必 为 有 理 数 ， 国 为 在 访 夫 拓 面 生 必 有 三 个 曲面 (特殊 情况 
下 ,可 以 是 两 个 甚至 一 个 品 面 ) 过 ,asa 的 端点 所 对 应 的 结 点 . 设 分 别 为 从 原 
点 算 起 的 第 如 as \ 个 曲面 ,它们 分 别 在 三 个 坐标 轴 上 截 距 , 取 天 然 长 度 单位 ， 
均 为 上, 于 是 第 4 个 唱 面 的 截 距 为 


= 人 人 
"大 ， (1.2.4) 


于 是 5,$, ,4 分别 为 两 个 整数 之 比 , 必 为 有 理 数 . 这 就 是 阿 羽 依 的 晶 面 有 理 指数 
定律 . 

卓 面 有 理 指数 定律 表述 为 : 唱 体 中 任 一 品 面 , 在 基 矢 天 然 坐 标 系 中 的 截 距 为 
有 理 数 . 它 是 点 阵 周期 性 的 必然 结果 . 

实际 上 ,不 必 一 一 标志 一 族 曲面 Wy -上 品 面 ,因为 它们 的 截 距 成 比例 . 通 


常用 从 原点 算 起 的 第 一 个 品 而 的 截 忠志 = 天 ,5 = 下 ,6 = 十 的 倒数 hhsnhs 去 


志 这 加， 所 为 (hn :和 为 该 珊 加 的 总 四 
和 hh 必 为 互 质 的 整数 . 因为 在 方程 (1. 2. 2) 中 取 人 =1 ,就 得 到 第 一 曲面 
满足 的 方程 组 : 


hh 
t 
eos = a 
i (es) = (1.2.5) 


eos Cae,) = 
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另 一 方面 ,在 该 晶 面 上 应 有 无 穷 多 结 点 . 设 在 该 晶 面 上 某 结 点 的 位 矢 为 R = he 
+4as +bqs,h ,4 为 整数 .代入 方程 (1.2.1) 有 


hcos (ai ve,) + heos (aave,) + heos (ae) =d (1.2.6) 
由 式 (1.2.5) 和 (1.2.6) 消 去 方向 余弦 ,可 以 得 到 
Lh + hhs + hh =1 (1.2.7) 


如 果 忆 如 \ 不 互 质 ,有 公 因 子 m,m 为 大 于 1 的 整数 . 可 令 hh =mh' ,hh = 

mh ,hy = mhs ,hh ,hh ,hs 为 孔 质 整数 于 是 式 (1, 2.7) 可 写 为 
m(hh' + hh + hhy) =1 (1.2.8) 

由 于 式 (1.2.8) 中 , 括 弧 内 整数 求 和 为 非 零 整数 , 则 式 (1.2.8) 不 成 立 , 所 以 h、 
hh 必 为 互 质 的 整数 

通常 曲面 指标 化 的 程序 为 ,在 一 族 晶 面 中 , 找 出 任 一 晶 面 在 基 矢 坐标 轴 上 以 
天 然 长 度 单位 量度 的 截 距 , 取 它 们 的 倒数 ,化 为 三 个 互 质 的 整数 请 、h, ,hh ,用 贺 
括号 记 为 (hhsh,). 负 指 标 在 数字 的 上 方 用 横 线 表示 . 一 组 方位 不 同 的 对 称 唱 
面 ,用 花 括号 表示 为 hhhy|。 


A 
Ss 目 . 


a 四 
00 no 


图 上 2.3 简单 立方 点 阵 中 的 主要 出 面 
图 1. 2.3 标 出 se 点 阵 中 (100) (110) 和 (111) 三 个 晶 面 族 , | 100| 表示 在 se 
点 阵 中 ,一 组 在 对 称 性 上 等 价 的 三 个 曲面 族 (100) (010) 和 (001). 而 负 指数 的 
晶 面 , 例 如 (1 00) 实 际 上 与 (100) 面 属于 则 一族 曲面 ,没有 什么 区 别 , 只 有 区 别 
晶体 的 外 表面 时 , 才 有 意义 . 


王 、 晶 面 指数 和 密 勒 指数 
晶 面 的 标志 决定 于 所 采用 的 坐标 系 , 因 此 同一 族 晶 面 , 在 不 同 的 华 标 系 中 指 
数 往往 是 不 相同 的 . 一 般 约 定 : 
以 基 矢 a, as ,a 为 坐标 系 ,决定 的 指数 , 称 为 曲面 指数 , 记 为 (hhsh). 
以 单 胞 的 三 条 楼 a.b、e 为 坐标 系 ,决定 的 指数 , 称 为 密 勒 指数 , 记 为 (hkI) 
值得 注意 的 是 ,除了 同一 族 晶 面 的 曲面 指数 和 密 勒 指 数 可 能 不 相同 外 ,由 于 
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单 胞 不 是 初 基 的 ,由 ab.e 构成 的 平移 矢量 ,只 是 点 阵 平移 矢量 的 子 集 ,因此 . 通 
让 记得 到 的 点 的 集合 也 只 是 全 部 点 降 点 的 《7 
子 集 . 它 将 浊 油 部 分 结 点 , 致 全 在 某 些 曲面 族 中 四 由 
宾 部 分 蝇 面 .于 是 以 密 革 指数 去 标志 这 族 蝇 面 ,其 
互 质 的 (ML) 并 不 一 定 代表 该 族 遇 而 中 最 靠近 原 IN 
序 中 P| 
gd 


的 那个 晶 面 . 例如 ,在 图 1. 2. 4 所 示 的 fee 点 

阴影 所 示 的 晶 面 族 , 它 的 晶 面 指数 为 (011 ) ,而 密 

勒 指数 为 (100), 但 是 ,在 该 族 晶 面 中 ,实际 上 最 靠 ”图 上 2.4 fee 点 阵 中 同一 族 
近 原 点 的 曲面 的 密 勒 指数 不 是 (100) 而 是 (200)， 曲面 (阴影 所 示 ) 的 击 面 指数 
它 是 图 1. 2. 4 中 面 心 位 置 的 结 点 构成 的 蝇 面 ,也 正 为 (911) ,而 密 和 指数 为 (100) 
是 通过 a\b.e 为 基 矢 作 平移 所 遗漏 掉 的 结 点 所 在 的 一 个 蝇 面 ， 


81.3 倒 点 阵 


在 物理 学 中 ,一 个 物理 问题 可 以 在 坐标 空间 描述 ,也 可 以 在 动量 空间 ( 波 矢 
空间 ) 描 述 , 例如 ,在 量子 力学 中 ,描述 同一 个 量子 以 采用 坐标 表象 ,也 可 
以 采用 动量 表象, 根据 物理 问题 的 不 同 ,可 酌情 采用 适当 的 表象 ,使 问题 得 以 简 
化 . 另 一 方面 ,量子 态 依赖 于 系统 所 处 的 空间 性 质 , 当 一 个 电子 在 完全 平移 不 变 
的 均匀 空间 运动 时 , 它 的 状态 是 一 个 有 确定 波 矢 的 平面 波 ee 因此 ,电子 的 
动量 外 是 绝对 守恒 的 , 但 是 ,如 果 一 个 电子 在 晶体 对 ,由 于 空间 平移 对 称 
性 破 缺 , 它 将 不 断 受到 周期 性 势 场 的 散射 ,与 品格 交换 动量 ,不 能 维持 恒定 的 动 
量 , 此 时 ,动量 守 便 定律 将 如 何 表述 ?这 当然 涉及 一 个 由 平移 矢量 RR, 决定 的 化 
标 空间 对 应 的 波 矢 空间 的 性 质 . 实质 上 , 波 矢 空间 是 坐标 空间 的 傅 里 叶 
《Fourier) 变换 ,因此 , 波 矢 空间 又 称 为 坐标 空间 的 传 里 时 空间 . 在 固体 物理 学 
中 ,通常 称 华 标 室 间 为 正 空间 ,而 称 波 矢 空间 为 倒 空间 . 

一 个 平移 不 变 的 均匀 空间 的 伟 里 叶 变 换 是 一 个 峰值 位 于 上 =0 的 8 函数 ， 
5() ,因此 ,整个 倒 空 间 , 除 了 上 = 0 点 外 ,是 均匀 的 . 注意 到 一 个 粒子 在 自由 空 
间 运 动 时 动量 恒定 ,因此 ,k =0 的 物理 含义 是 表明 粒子 动量 的 改变 为 0. 但 是 一 
个 平移 对 称 性 破 缺 的 点 阵 空间 对 应 的 倒 空间 性 质 如 何 ” 下 面 我 们 来 讨论 这 一 
问题 . 


一 、 点 孟 传 里 叶 变 换 , 便 点 阵 


量 体 正 空间 的 性 质 , 由 晶体 的 点 阵 来 描述 , 称 为 正点 阵 . 它 可 用 式 (1.1.2) 
表示 为 
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p(n) = 了 ar-R) (1.3.1) 

其 中 ,R=Las +ha +4qy ,041.43\4, 为 正点 阵 基 矢 , 可 见 , 正 点 阵 可 以 表示 为 一 
系列 峰值 位 于 R, 的 8 函数 之 和 . 

将 正点 阵 的 傅 里 叶 变 换 F[p(7) ] 记 为 p(k) ,有 

0 = 入 we Wdr = 


为 了 得 到 传 里 叶 变 换 P(K) 的 具体 形式 ,可 以 由 正 点 阵 的 三 :个 基 矢 ol ,al ,@; 定义 
动 基 空 间 的 三 个 基 矢 : 


昌 (1.3.2) 


a x a 


“ (qs xa,) 


b= 2 


x a 


TE CE (1.3.3) 
a x a 
DT Car x oy 
et (1.3.4) 
i#j 


其 中 8, 是 Kronecker 8 函数 这 样 正 格 矢 R, 和 动量 空间 的 任意 矢量 可 以 分 别 
以 基 m 和 b.(i=1,2,3) 写 为 
R, 
k= 
式 中 ,4 4 为 整数 ,h、h、 生 不 
用 正 交 关 系 式 (1.3.4) 有 
ke R= 2 + hsly + hh) (1.3,6) 
于 是 传 里 叶 变换 式 (1.3.2) 可 写 为 


pk) = Be 


= Bah —h)8(k, -hs)B(k ~ h) 


a + hay + hay 
b+ haby + hb 
整数 ,因为 上 是 动量 空间 任意 矢 晤 . 利 


Ces) 


A 7) 
式 中 和 ,hh 为 整数 ,并 且 


= hb + hab, + hsbs (1.3.8) 
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在 式 (1.3.7) 推 导 中 应 用 了 Peisson 求 和 公式 : 
De™= Ta(:-h) (1.3.9) 

式 中 由 为 整数 由 式 (1.3.7) 可 见 , 正 点 阵 的 傅 里 叶 变 换 是 在 波 矢 空间 无 穷 个 8 
函数 之 和 ,其 峰值 位 于 k= Ki 在 波 和 撩 空间 中 ,所 有 满足 式 (1.3.7) 的 KK, 决定 了 
-个 无 穷 分 立 点 的 集合 , 称 为 由 R, 决定 的 正点 阵 的 倒 点 阵 ,5,、5,,b, 称 为 倒 点 


阵 的 基 矢 , 6， .bs 加 在 倒 空 间 所 围 成 的 平行 六 面体 称 为 倒 点 阵 的 初 厅 元 胞 , 它 在 
倒 空间 所 占 的 体积 为 


0 

每 个 初 基 元 胞 中 只 包含 一 个 便 , 

由 此 得 出 结论 ,每 个 晶体 结构 有 两 个 点 阵 同 它 联系 着 ,一 个 是 正点 阵 , 另 一 

个 是 倒 点 阵 . 倒 点 阵 是 正点 阵 的 传 里 叶 变换 , 它 是 与 坐标 空间 联系 的 傅 里 叶 空间 

中 的 周期 性 阵列 , 伟 里 叶 空间 中 的 每 个 位 置 都 可 以 有 一 定 的 物理 意义 ,但 由 一 组 

倒 格 矢 下 ,所 确定 的 那些 点 有 特别 的 重要 性 , 例如 , 当 一 个 电子 在 刚性 周期 结构 

中 运动 时 ,可 以 推断 它 的 动 基 的 变化 由 一 组 倒 格 矢 确定 , 即 Ak = KK, ,这 一 点 在 本 
书 以 后 的 章节 中 ,将 多 次 看 到 . 


二 、 便 点 降 的 性 质 


1 正 、 便 点 阵 的 基 矢 相互 正 交 
我 们 已 经 看 到 正 、 便 点 阵 的 基 矢 满足 正 交 关系 : 
2 4453.1la) 
如 果 用 您 阵 4 和 答 阵 8 分 别 表示 正点 阵 三 个 基 矢 和 倒 点 阵 三 个 基 矢 在 直 
放 坐 标 系 中 的 分 量 , 正 交 关系 可 表示 为 


=b, (b,xb,) (1.3.10) 


AB' = 21 (1,3. 11b) 
其 中 7 表示 单位 矩阵 , 于 是 
An 
(B) A (1.3.12) 


其 中 4 是 以 余 因 子 4 为 元 素 的 矩阵 , | 4 | 是 矩阵 4 的 行列 式 , 且 14 | = 纪 

由 此 还 可 以 得 到 ,任意 正 、 倒 格 矢 满 足 关 系 ; 

KR = 2T( 有 有 二 用 + hd) = 2Tm (1.3.13) 

其 中 为 整数 

2， 便 点 阵 元 胞 的 体积 反比 于 正点 阵 元 胞 的 体积 

由 式 (1.3. 10) ,根据 基本 的 矢 基 运算 ,有 

0" =b,: (b,xb,) 

92)] 
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axa) | (a xa)]a - [al (a x a) lo, 


“ [a (os x os) J 


2 2m) 
a (1.3.14) 
其 中 人 2 是 正点 阵 元 胞 的 体积 . 


3, 正点 阵 是 它 本 身 倒 点 阵 的 倒 点 阵 
设 正 点 阵 的 基 矢 为 4, 它 的 倒 点 阵 的 基 矢 为 B, 它 的 倒 点 阵 的 倒 点 阵 基 矢 为 
C. 根据 (1. 3. 12) 式 ， 


AB" =2mf 有 4=2m(B7) (1.3.15) 
BC'=2m 有 C=2r(B) 7 (1,3.16) 

由 于 和 矩阵 B 是 非 奇异 的 , 它 的 转 置 和 求 逆 运 算 可 以 交换 ,可 以 得 到 
A=C (1.3.17) 


实际 上 , 倒 点 阵 是 正点 阵 的 传 里 叶 变 换 p(k) =F[P(r)] ,而 正点 阵 就 是 倒 
点 阵 的 逆 储 里 叶 变 换 p(r) =F-'[p() ], 即 函 数 相继 的 变换 和 北 变 换 , 又 重新 
得 到 该 函数 
4. 布 里 渊 区 ( Brillouin zone) 
在 团体 物理 学 中 ,通常 很 少 采用 由 倒 点 阵 基 矢 b,、b,、b, 围 成 的 平行 六 面体 
作为 倒 点 阵 的 初 基 元 胞 ,而 总 是 采用 倒 点 阵 的 W - S 初 基 元 胞 ,因为 它 充 分 反映 
了 倒 点 阵 宏观 对 称 性 , 倒 点 阵 的 W - S 元 胞 被 称 为 第 一 布 里 渊 区 . 
S， 倒 点 阵 保留 了 正点 阵 的 全 部 宏观 对 称 性 
设 g 是 正点 阵 的 一 个 点 群 操作 ,R, 为 一 正 格 矢 , 则 gRi 也 是 正 格 矢 , 设 g 
是 & 的 逆 操 作 , 则 g“'R, 也 是 正 格 矢 , 对 任 一 倒 格 失 KK, 有 
天 ER = 2 
由 于 点 群 操作 是 正 交 变 换 , 即 操作 前 后 空间 两 点 之 间 的 距离 不 变 ,因此 两 个 
矢量 的 点 乘 在 一 点 群 操作 下 应 保持 不 变 , 由 此 有 
Eg(K,*g'R) = gK, ge 'R, = gK,* R, = 2nh 
这 样 gsK， 及 类 似 的 g“'K, 亦 为 倒 格 矢 , 这 说 明正 , 倒 格子 有 相同 的 点 群 对 称 性 . 
6. 正点 阵 的 一 族 晶 面 (h,h,h,) 垂直 于 倒 格 矢 ,=hb， +h,b， +hb,, 且 晶 
面 间距 dw =2 /1K,1 
在 $1.2 中 ,已 经 证 明 一 组 互 质 的 唱 面 指数 (hh,h, ) 表示 该 族 品 面 中 最 靠 


近 原 点 的 一 个 唱 面 , 它 与 坐标 四 a, va ves 交点 的 位 和 为 了 1 二 a 让 


8 


因此 ， 
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1 
,i (1.3.18) 


kK. (La, Le:) 


可 + i i 
= (hb + hsb, + hb,) (i 


= {be -bs)=0 《1.3.19) 
因此 垂直 于 该 面 内 的 一 个 矢量 , 同 理 KK, 也 垂直 于 该 面 内 的 第 二 个 矢量 ; 
Le (1.3.20) 


由 于 KK, 垂直 于 同一 平面 内 相交 的 两 个 矢 其, 它 必然 垂直 于 该 曲面. 
另 一 方面 ,KK, 既然 垂直 于 该 族 晶 面 , 它 的 法 线 方向 单位 矢量 可 写 为 we, = 
KAI 1 ,那么 该 族 晶 面 的 面 间距 


Ka 2 
d, = T= — 21 
ns iim TR 


注意 ,由 于 下 =hb， + 有 b+hb， 中 ,hh 各 是 三 个 互 质 的 整数 , 应 该 是 在 
e, 方向 最 短 的 倒 格 矢 . 
7， 正点 阵 的 周期 西数 可 以 按 倒 格式 K, 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 即 
Vr) = V(r+R,) 


Vr) = EV Ke 


(1.3.22) 
VR) = (MO) | Vn)e dr 
考虑 级 数 
Vr) = EK (1.3.23) 
作 平 移 
WrtR) = BYR)» PRYeMem® 

由 于 “R=27mn,e" =1, 因 此 

Vr+R) = DVR)e™™ = Vr) (1.3.24) 


V(r) 是 正点 阵 的 周期 函数 . 
对 式 (1.3.23) 两 边 乘 以 e。 “*“, 并 在 一 个 正点 阵 初 基 元 胞 内 积分 ,有 


Novear = SrR) fer (1.3.25) 
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令 
Ky = hby + hsbs + hyby = Thb,, Ks =hb, +h,b, +hsby = Th’b, 
T=x0) + XG + X30y = TX, (1.3.26) 
其 中 ,hh 为 整数 . 因为 7 为 正 室 间 任意 位 置 矢 ,所 以 x; 是 变 基 . 注意 到 正 交 关 
系 a,* b=278,, 
(K, - K,) me(hy 外)x + 2 hs = hh) xy + 2 hy hs ) xy 
TMX + Moxy + Mx) (1.3.27) 
式 中 的 ,ms = 和 -的 为 整数 , 在 al ,as .ai 天 然 坐 标 系 中 
的 体积 元 
dr = aidxl * (qsdx, x aydx,) = 0dxidxsdw (1.3.28) 
于 是 ,积分 


J ear 


=nJ™™™ 


Wo) dx dx dx 


(1.3.29) 


_12， 当 由 =m =m 0, 好 KK = Kv 时 
sf 其 他 , 即 KK KK 时 
= 1s, 


由 此 , 式 (1.3.25) 可 写 为 
| Vre dr = nF VOK,) Brn = OV(CK,) (1.3,30) 

于 是 全 里 叶 系 数 
VK,) 


J ve war (1.3.31) 
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在 前 面 三 节 中 ,我 们 仅仅 描述 了 品 体 的 平移 对 称 性 ,借助 于 点 阵 平移 矢量 
R,, 唱 格 能 完全 复位 . 平移 对 称 性 是 固体 理论 中 最 重要 的 性 质 , 例如 , 倒 点 阵 的 存 
在 仅仅 依赖 于 三 个 正点 阵 的 初 基 矢量 ,并 不 依赖 于 它们 的 特殊 对 称 性 . 但 是 , 晶 
体 还 具有 另 一 类 对 称 性 ,例如 前 面 讨论 过 的 ,具有 se ,bee 和 fee 结构 的 晶体 , 当 
绕 任 一 晶 轴 (a,b 或 c) 旋 转 90° 及 其 倍数 或 对 任 一 原子 作 反 演 时 ,品格 也 能 复 
原 ,而 密 堆 六 角 唱 体 绕 。 轴 旋 转 120 "及 其 倍数 时 ,品格 能 够 复原 , 晶体 的 这 种 对 
称 性 称 为 宏观 对 称 性 . 因为 在 绕 某 轴 旋 转 或 对 某 点 反 演 时 ,晶体 中 至 少 有 一 点 不 
动 , 即 晶体 未 作 平 移 , 所 以 这 类 对 称 性 又 称 点 对 称 性 . 晶体 的 宏观 对 称 性 不 仅 表 
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现在 晶体 的 宏观 几何 外 形 的 规则 性 上 ,更 重要 的 是 反映 在 晶体 的 宏观 物理 性 质 
上 . 同时 对 晶体 的 分 类 也 起 着 非常 重要 的 作用 . 

归根 结 底 ,晶体 的 宏观 对 称 性 是 由 于 晶体 中 原子 规则 排列 的 结果 ,因此 蝇 体 
的 宏观 对 称 性 必然 受到 平移 对 称 性 的 制约 ,下 面 将 看 到 , 卓 体 不 能 像 气体 和 液体 
那样 ,对 任意 的 旋转 不 变 , 其 宏观 对 称 性 也 是 破 缺 的 . 


一 、 宏 观 对 称 性 的 描述 


1， 对 称 操作 

不 同 的 晶体 具有 不 同 程度 的 宏观 对 称 性 . 怎样 用 一 种 系统 且 科学 的 方法 去 
概括 和 区 别 不 同 晶体 的 宏观 对 称 性 呢 ? 从 对 称 性 的 观 4 是 要 考查 它 所 具有 
的 刚性 对 称 操 作 ,包括 绕 某 轴 的 转动 操作 和 对 某 点 的 反 演 操作 以 及 它们 的 组 合 
操作 , 称 为 宏观 对 称 操作 . 它 是 一 种 非 平移 操作 ,又 称 为 点 对 称 操作 . 

从 数学 上 来 看 ,点 对 称 换 作 实质 上 是 对 晶体 作 一 定 的 几何 变换 , 它 使 品 体 中 
的 某 一 点 


va) (1) = Dr(xl as) (1.4.1) 
其 中 为 变换 矩阵 ， 
dy da ds 
D=(d)= [: dy (1.4.2) 
dy dy dy 


总 起 来 说 ,有 下 列 结论 : 

(1) 这 种 几何 变换 是 正 交 变换 D7D = 了 

因为 点 对 称 变换 是 一 种 刚性 操作 ,变换 前 后 , 井 体 中 任意 两 点 间 的 号 离 不 
变 , 即 


由 


= (DT (1.4.3) 

于 是 
(rm = (Dr) (Dr) = (7) DDr (1.4.4) 

所 以 
Dp'p=1 (1.4.5) 


其 中 ,7 为 单位 秆 阵 ,DD 为 正 交 和 矩阵 ,其 行列 式 值 1D1 = #1. 

(2) 如 果 一 个 晶体 在 某 正 交 变 换 下 不 变 ,就 称 这 个 变换 是 晶体 的 一 个 对 称 
操作 。 

(3) 要 描述 一 个 晶体 的 对 称 性 就 是 要 列举 它 所 具有 的 全 部 对 称 操作 ,一 个 
晶体 所 具有 的 对 称 操作 越 多 ,表明 它 的 对 称 性 越 高 . 
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(4) 三 维 晶 体 的 正 交 变 换 总 可 以 表示 为 绕 某 一 轴 的 旋转 、 对 某 中 心 的 反 演 
和 它们 的 组 合 . 因此 ,基本 的 变换 矩阵 可 表示 为 : 
绕 轴 的 旋转 , 设 转轴 为 x, 轴 , 旋 转角 为 9， 


让 总 


1 0 0 
0 cos0 -中 1D1 =1 (1.4.6) 
0 sing cos0 
其 中 6 为 旋转 角 . 

中 心 反 演 ,r-, -ri 


-1 0 0 
"| 0 -1 0 Ip| =-1 (1.4.7) 


0 0 -1 
2 对称 素 
利用 对 称 操作 可 以 概括 一 个 物体 的 对 称 性 ,但 是 为 了 简便 起 见 ,可 以 不 一 一 
列举 一 个 物体 的 所 有 对 称 操作 ,而 是 描述 它 所 具有 的 对 称 案 . 所 谓 对 称 素 就 是 一 
个 物体 借以 进行 对 称 操作 的 一 根 轴 一 个 平面 或 一 个 点 . 
《0 如 果 一 个 物体 绕 芋 轴 秀 转 2 下 及 其 信 数 不 变 , 称 该 轴 为 次 施 转轴 , 记 


为 
(2) 如 果 一 个 物体 对 某 点 反 演 不 变 , 称 这 个 点 为 对 称心 , 记 为 


(3) 如 果 一 个 物体 缆 某 轴 施 转 2 工 后 再 反 演 不 变 , 称 该 轴 为 于 次 旋转 反 演 
轴 , 记 为 元 

第 一 类 操作 称 纯 旋 转 操作 ,第 二 三 类 称 非 纯 施 转 操作 . 
二 、 宕 观 对 称 性 破 缺 


晶体 的 宏观 对 称 性 不 同 于 一 般 的 几何 图 形 , 原则 上 讲 , 几 何 图 形 可 以 具有 任 
意 多 的 对 称 操作 或 对 称 素 , 例 如 一 个 球体 通过 过 球 心 的 任意 直径 ,旋转 任意 角度 
能 保持 不 变 , 但 是 ,对 于 晶体 ,由 于 受到 原子 规则 排列 的 严格 限制 , 它 只 能 具有 有 
限 个 数 的 宏观 对 称 操作 或 对 称 案 ,对称 素 的 组 合 也 是 一 定 的 , 称 为 宏观 对 称 性 
破 缺 . 

1. 晶体 可 能 具有 的 对 称 素 

设 晶体 有 任意 旋转 轴 , 转 角 为 8. 图 1.4. 1 夯 出 品 体 对 应 点 阵 中 垂直 于 转轴 
的 点 阵 面 ,在 此 点 阵 面 内 可 以 选择 基 矢 el .a, ,因此 在 此 点 阵 面 内 所 有 结 点 可 表 
示 为 


ha + ha (1.4.8) 
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取 位 于 原点 的 结 点 为 4, 由 它 画 出 wm 到 BP" 
达 B 点 , 它 必定 也 是 一 个 点 阵 结 点 . 如 果 绕 4 
转 0,B 点 被 旋转 到 B8' 点 . 由 于 转 9 为 晶体 的 
对 称 操作 ,8' 点 也 一 定 是 一 个 点 阵 结 点 . 由 于 
点 阵 中 所 有 结 点 等 价 , 绕 B8 转 ~ 6 也 是 一 对 称 
操作 , 它 特 4 点 转 到 4 点 ,4' 也 是 一 点 阵 结 点 
由 于 4B//B'4' ,代表 晶体 中 同一 晶 向 ,其 上 具有 相同 的 周期 ,因此 
B'4' = mn， BA，n 取 整 数 (1.4.9) 


图 1.4.1 晶体 旋转 操作 示意 图 


由 几何 关系 有 
B'A' = 48+24B，eos (mr-b) = AB(1 -2c0s 0) (1.4.10) 
对 比 式 (1.4.9) 和 式 (1.4.10), 有 
n=1-2c080 (1.4.11) 
由 于 -1seos gs1, 所 以 只 能 取 -1.0.1.2.3, 对 应 的 8 分 别 为 0( 或 2m)、 
27/6 ,2m/4.2m/3.27/2. 因此 晶体 只 可 能 具有 1.2.3 ,4.6 次 旋转 轴 , 不 能 具有 


图 上 4 2 
a) Tem (b)3e3+i (c) 4 (d) Gm3+m 


值得 注意 的 是 ,从 图 1 4.2 可 见 : 

(1) 了 就 是 对 称心 记 即 了 = 

《2) 2 就 是 垂直 于 该 轴 的 对 称 镜面 , 见 图 1.4.2(8) , 记 为 m, 即 2 =m. 

(3) 3 等 价 于 一 条 3 次 轴 加 上 对 称心 , 即 3=3 +i 如 图 1.4.2(b) 所 示 ,从 点 
1 出 发 ,转动 120* 后 1 一 1', 再 反 演 得 到 2; 再 旋转 120° 后 2-:2 和 , 反 演 后 得 到 3; 而 
3 一 1, 反 演 后 得 到 4;4-2, 反 演 后 回 到 5; 依 次 下 去 . 由 1 出 发 得 到 2.3.4.5.6 诸 
点 ,这 些 点 的 分 布 具有 3 次 轴 和 对 称心 i 

(4) 用 同样 的 方法 ,从 图 1.4.2(d) 可 以 看 到 5 轴 等 价 于 3 次 轴 加 上 垂直 于 
该 轴 的 对 称 面 , 即 6=3 +m. 

《5) 4 轴 是 一 种 特殊 的 对 称 素 . 具有 4 的 晶体 既 没 有 4 次 轴 也 没有 对 称心 
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记 但 包括 一 个 与 它 重合 的 2 次 轴 , 因为 由 图 1.4.2(e) 可 见 , 从 点 1 开始 ,连续 操 
作 得 到 1.2、3.4 四 个 点 ,它们 构成 一 个 四 面体 ,这 个 四 面体 既 无 4 次 轴 也 无 对 称 
心 ,但 有 一 个 与 4 次 轴 重 合 的 2 次 轴 . 典型 的 Zns 结构 就 具有 这 种 对 称 性 ,因为 
ZnS 结构 中 ,每 个 原子 处 于 另 一 类 原子 构成 的 四 面体 中 心 

综 上 所 述 ,晶体 的 宏观 对 称 性 只 具有 8 种 独立 的 对 称 素 ,它们 是 : 

1,2,3,4,6,1(i),2(m) 和 4 
其 中 1 次 旋转 轴 等 价 于 不 动 操作 E. 

2， 对称 素 的 组 合 规则 

由 于 平移 对 称 性 对 蝇 体 宏观 对 称 性 的 限制 ,晶体 可 能 具有 的 对 称 案 的 组 合 
也 受到 严格 的 限制 ,这 里 我 们 不 打算 详细 讨论 它们 的 组 合 规则 ,只 举 两 个 例子 来 
说 明 这 个 问题. 

(1) 如 果品 体 具 有 两 条 2 次 轴 , 它 们 之 间 的 夹 角 只 能 是 30°,45°,60°,90%. 

设 有 两 条 2 次 轴 2.2' 相 交 于 0 点 ,其 夹 角 人 22' = 
9,N 为 通过 2,2' 交 叉 点 并 与 它们 垂直 的 轴 上 的 任意 一 
点 ;操作 DD 表示 绕 2 旋转 ;操作 D' 表 示 绕 2’ 旋转 
因为 操作 了 使 N 一 N'; 连 续 操作 D'N'N, 所 以 在 操作 
D'D 下 NN' 轴 不 变 , 也 就 是 连续 操作 D'D 必 是 绕 NN 2 > 


的 施 转 . 另 一 方面 , 轴 2 在 D 操作 下 不 变 ,在 操作 下 ar AN 

2 一 2",L22" =20. 因为 D'D 也 是 晶体 的 对 称 操作 ,NN' 

为 一 对 称 轴 , 它 只 能 是 1.2 .3 ,4.6 次 轴 , 所 以 图 荆 4 3 两 条 2 次 得 
20 = 60°,90°,120°,180°,360° 之 间 可 能 的 详 角 


0 = 30°,45°,60°,90°,180° 
其 中 相交 180* 的 两 条 铀 就 是 它 本 身 ， 
(2) 晶体 不 可 能 有 多 于 1 条 6 次 轴 , 也 不 可 能 有 一 条 6 次 轴 和 一 条 4 次 办 
相交 


设 唱 体 有 一 条 nn 次 轴 和 一 条 m 次 轴 相 交 于 0 点, 先 绕 n 次 轴 操 作 , 则 从 m 
次 轴 上 的 一 点 电 可 得 一 正 4 边 形 [ 图 1.4.4(a) ] ,n 边 形 的 顶 角 为 
= (1.4.12) 

再 绕 m 次 轴 操作 得 一 由 多 面体 , 顶 角 在 B 点 [图 1.4.4(b)]. m 个 顶 角 之 
和 为 


0 


(1.4.13) 


如 果 是 两 条 6 次 轴 相交 m=6,n=6, 则 由 式 (1.4.13) 有 
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加 四 
图 1.4.4 一 条 "次 轴 和 一 条 mm 次 轴 相 交 
6-2 


4 
6x re4n> 2 


因此 ,不 可 能 有 两 条 6 次 轴 . 同 理 , 如 果 m=6,n =4, 有 


这 也 是 不 可 能 的 . 
三、 实例 
1， 立方 对 称 (例如 se、bee ,fee 结构 ) 的 对 称 素 和 对 称 操作 
对 标 家 二 对 称 的 作 (48) 
名 称 每 个 对 称 元 素 的 操作 数 日 
= 条 4 次 轴 (100》 施 转 于 www 9 
四 条 3 次 四 (111) ER 8 
六 条 2 次 输 (110》 旋转 下 6 
不 动 a 
以 对 称心) 以 上 操作 加 反 演 [ 24 


由 上 表 可 见 , 立 方 对 称 共有 48 个 对 称 操作 . 其 中 ,对 于 2 .3 .4 对 称 素 的 操作 
称 纯 旋转 操作 , 共 24 个 , 由 于 立方 对 称 有 对 称心 ,以 上 24 个 纯 旋 转 操作 加 中 心 
反 演 仍 是 对 称 操作 , 称 非 纯 旋转 操作 , 共 24 个 . 
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2， 正 四 面体 对 称 的 对 称 素 和 对 称 操作 


对 称 家 对 称 操作 (24) 
名 天 每 个 对 称 元 案 的 操作 数目 
三 条 4 次 施 转 反 注 轴 (100》 | 施 转 至," 再 反 演 , 施 转 " 9 
二 
四 条 3 次 四 (111) 旋转 了 me、 和 8 
六 条 2 次 族 转 反 演 轴 ZK110) 旋转 "再 反 演 6 
不 动 1 


可 以 采用 与 立方 对 称 对 比 的 方法 , 麻 研 究 正四 面体 的 对 称 素 和 对 称 操作 , 如 
图 1.4.5 所 示 , 把 立方 体 相间 的 四 个 顶点 48CD 连 


接 起 来 就 构成 正四 面体 . 显然 正四 面体 的 所 有 对 称 ”4 

素 和 对 称 操作 包含 于 立方 体 之 中 . 由 于 正四 面体 不 Bg 

具有 对 称 中 心 ,立方 对 称 的 4 次 轴 和 对 称心 i 退化 

为 四 次 旋转 反 演 轴 4; 同 理 ,3 + i 一 332 + i2;B + Bx [ 
c 


isrE, 于 是 ,正四 面体 只 保留 了 立方 体 的 12 个 纯 旋 
转 操作 和 12 个 非 纯 旋转 操作 , 显然 立方 对 称 性 高 于 图 1.4.5 4BCD 构成 正四 面体 
正四 面体 对 称 性 ， 


四 、 鸡 体 的 宏观 对 称 性 与 害 观 物理 性 质 
晶体 的 宏观 物理 性 质 与 宏观 对 称 性 有 着 密切 的 关系 . 以 晶体 的 介 电 函 数 为 
例 , 它 一 般 地 可 表示 为 一 个 二 阶 张 量 : 


e= 


a 
Bu en “| (ey) (1.4.14) 
By By hy 

如 果 能 量 守恒 , 它 是 一 个 厄 米 张 量 , 即 sw = ez. 品 体 中 的 电位 移 矢 量 D 与 
电场 强度 矢量 已 满足 


DesE Mm Ds Sess, (1.4.15) 
设 品 体 有 对 称 操作 4 ,满足 4 ”= 47 对 晶体 施行 操作 4 有 
bE'=AE, D'=AD (1.4.16) 


由 式 (1.4.15) 和 式 (1.4.16), 有 
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D’' = AsE, E=A'E'=A'E’ (1.4.17) 
于 是 
D’' = AsA'E' = s'E’ (1.4.18) 
其 中 e =4e4 7, 它 是 操作 之 后 晶体 的 介 电 常 数 张 基 ,将 操作 之 后 的 电位 移 矢量 
刀 与 电场 强度 矢量 联系 起 来 . 但 是 ,4 是 晶体 的 一 个 对 称 操作 , 介 电 函 数 张 量 在 
操作 前 后 应 不 变 , 因 此 有 


se'=AsA'=e (1.4.19) 
对 于 具有 立方 对 称 的 晶体 ,有 三 条 4 次 轴 , 设 某 一 条 沿 : 轴 方 向 , 则 变换 矩 
阵 为 
-sing 0) (-1 00 
cos0 0 -| 0 -1 (1.4.20) 
0 1 下 二 年 


其 中 8=™, 代 入 式 (1.4.19) 得 到 


bk | 0 Ofen sn en)-1 0 0 
4e(4) -| 0 -1 | he “| 0 -1 
0 0 1Aew i 0 办 


en en en) fen en en 
=| er en -enlm le en en (1.4.21) 
en -en en By Ss en 


由 式 (1.4.21) 必 有 
eo=ennsen=enoa0 (1.4.22) 
1 0 0 
-1 
et 


po 从 


类 似 沿 * 轴 方向 旋转 r 有 


代入 式 (1.4.19) 有 


则 en=enm0 
进一步 选择 洛 (111) 方 向 旋转 2 于 ,最 终 可 以 得 到 


Em 2 eb (1.4.23) 
即 具 有 立方 对 称 的 晶体 的 介 电 函 数 退化 为 一 个 标量 . 
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值得 注意 的 是 ,以 上 推论 并 未 用 到 立方 对 称 性 的 全 部 对 称 操作 - 
利用 同样 的 论证 方法 ,可 以 证 明 具 有 正四 面体 对 称 的 晶体 , 介 电 函 数 也 是 一 
个 标量 ;而 具有 六 角 对 称 的 晶体 介 电 两 数 张 量 可 写 为 


se 0 0 
(em)=|0 se， 0 (1.4.24) 
0 0 sy 
其 中 ey 表示 沿 六 角 轴 方向 ,e, 表示 它 的 垂直 平面 内 ,于 是 
(人 (1.4.25) 
Dr= evy By 


介 电 函数 在 平行 和 垂直 六 次 轴 方向 的 差别 , 正 是 这 种 晶体 具有 双 折 射 现 象 的 
原因 ， 


51.5 晶体 点 阵 和 结构 的 分 类 


本 节 我 们 将 按照 对 称 性 将 晶体 进行 分 类 , 这 就 是 晶体 学 中 的 点 群 和 空间 群 
理论 , 它 是 一 个 十 分 繁 瑞 的 课题 , 这 里 不 可 能 系统 ,严格 地 阐述 这 些 理论 ,而 只 能 
给 出 5 本 的 概念 ,语言 和 主要 的 品 体 类 型 ， 


一 、 几 的 概念 


1， 群 的 定义 
在 数学 上 ,定义 一 组 元 索 ( 有 限 或 无 限 ) 的 集合 Ce |E,g,,8,，…| ,并 赋予 
这 些 元 素 一 定 的 乘法 运算 规则 &,&,, 如 果 元 素 相 乘 满足 下 列 群 规则 , 则 集合 C 构 
成 一 个 群 : 
(1) 群 的 闭合 性 
车 gg EG, 则 g = 8 EG 
(2) 乘法 的 结合 律 


Bi(B81) = (88) 8 
(3) 存在 单位 元 素 ,使 得 所 有 元 素 满足 Eg, =& 
(4) 对 于 任意 元 素 5,, 存 在 逆 元 素 g;' ,满足 gg;' = 已 
一 般 地 ,除了 阿 贝尔 群 外 , 群 元 素 不 满足 乘法 交换 律 , 即 BB Bi 
2. 对称 操作 群 一 一 点 群 ,空间 群 
一 个 晶体 具有 的 所 有 对 称 操作 满足 上 述 群 的 定义 ,构成 一 个 操作 群 . 这 时 ， 
乘法 运算 就 是 连续 操作 ;单位 元 索 为 不 动 担 作 ({ 转 鱼 为 1 的 施 峙 如 上 亚 秒 所 号 
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也 就 是 说 ,点 阵 按照 宏观 对 称 性 可 分 为 7 类. 任何 一 种 晶体 结构 分 属 7 个 晶 系 之 
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的 道 元 素 还 是 中 心 反 演 . 

很 容易 验证 ,立方 体 的 48 个 宏观 对 称 操作 ， 
满足 上 述 群 的 定义 及 其 群 规则 ,构成 一 个 群 G(E， 
81,82，… 81). 例如 ,假定 群 元 素 g, 和 g) 分 别 表 


示 绕 04 和 0C 旋转 于 ,如 图 1.5.1 所 示 , 操作 &， 


使 希 点 55", 而 操作 & 又 使 5" 一 5, 操 作 &, 使 
7 一 站 ,而 操作 & 使 7 一 7 可 见 连续 操作 g)g,,05 
未 动 ,仅仅 使 7 一 7 ,这 相当 于 绕 0 轴 旋转 2 /3 ， 图 1.5.1 连续 旋转 操作 
它 也 是 立方 体 48 个 对 称 操作 中 的 一 个 对 称 操作 ， 

记 为 ,于 是 


Bh = Bg 
晶体 的 所 有 对 称 操作 包括 平移 对 称 操作 和 点 群 对 称 操作 ,以 及 它们 的 组 合 ， 
因此 ,晶体 的 一 般 对 称 操作 可 写 为 


= Dr= Dr+t (1.5.1) 
其 中 如 表示 点 对 称 操作 ,t 表示 平移 

(1) 由 一 般 操作 1DI4 (平移 + 旋转 ) 组 合 构成 的 群 称 为 空间 群 , 它 是 晶体 
的 完全 对 称 群 

(2) 当 !=0 时 ,由 非 平 移 损 作 |D101 组 合 构成 的 群 称 为 点 群 , 它 是 空间 群 
的 一 个 子 群 

(3) 当 刀 = 天 时 ,由 纯 平 移 操 作 组 合 的 群 称 为 平移 群 , 它 也 是 空间 烙 的 一 个 
子 群 
二 、7 个 晶 系 和 14 种 点 竹 


下 面 我 们 将 根据 对 称 群 的 观点 来 对 卓 体 进行 分 类 , 如 果 一 些 晶体 具有 相同 
的 一 组 群 元 素 ,那么 就 对 称 性 而 言 ,它们 将 属于 同一 类 晶体 , 为 了 简单 起 见 ,首先 
忽略 结构 中 基 元 的 对 称 性 ,考虑 点 阵 的 分 类 . 此 时 ,对 称 操作 包括 通过 点 阵 平移 
矢量 R, 的 平移 和 固定 一 个 结 点 不 动 的 点 群 对 称 操作 ( 纯 或 非 纯 旋转 操作 ) 以 及 
它们 的 组 合 操 作 , 即 


DR 《1.5.2) 
这 种 对 称 操作 构成 点 阵 的 空间 群 
1. 7 个 晶 系 
在 式 (1.5.2) 所 示 的 操作 中 ,如 果 取 Ri = 0, 即 不 考查 平移 对 称 , 那 么 操作 
10101 便 构成 点 阵 的 点 群 , 由 于 点 阵 的 宏观 对 称 操作 数 和 对 称 素 的 组 合 受到 平 
移 对 称 性 的 严格 限制 , 群 论 严 格 证 明 ,仅仅 存在 7 种 不 同 的 点 群 , 称 为 7 个 晶 系 . 
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也 就 是 说 ,点 阵 按照 宏观 对 称 性 可 分 为 7 类 . 任何 一 种 晶体 结构 分 属 7 个 唱 系 之 
一 , 它 决定 于 这 种 结构 所 对 应 的 点 阵 的 点 群 . 

在 本 章 第 一 节 中 已 经 谈 到 ,点 阵 的 惯用 单 胞 能 
直接 反映 点 阵 的 宏观 对 称 性 ,因此 7 个 品系 中 的 每 
-种 点 群 对 称 性 ,必定 反映 到 它 的 单 胞 晶 轴 a、b、e 
的 大 小 ae 及 其 它们 之 间 的 夹 角 \B,Y 的 特殊 关 
系 ,如 图 1.5.2 所 示 . 下 面 ,从 最 低 对 称 性 出 发 ,逐步 
提高 对 称 性 ,给 出 7 个 品系 的 名 称 及 其 单 胞 品 轴 之 。 图 1.5.2 单 胞 品 轴 的 
间 的 关系 . 大 小 及 夹 角 

(1) 晶 系 

这 一 虎 系 ,除了 对 称 元 案 EC1) 和 iT) 外 ,无 任何 旋转 对 称 轴 ( 注意 反 演 对 
称 ? 是 点 阵 的 属性 ) ,因此 ,对 ae,b,e 无 任何 限制 , 即 

0 

该 晶 系 对 应 的 点 群 称 C, 群 . 因为 它 只 具有 对 称 素 B 和 i, 所 以 仅 包括 两 个 群 元 
素 , 即 两 个 对 称 操作 . 

(2) 单 斜 品系 

如 果 存在 一 条 2 次 轴 , 并 选择 这 条 2 次 轴 沿 e 
方向 从 图 1.5.3 可 以 清楚 地 看 到 ,通过 绕 < 轴 旋 
转 180° 得 到 -a, 为 了 使 -a 通过 反 演 得 到 a,a 轴 
必定 垂直 于 “. 耕 则 ,由 a 施 转 得 到 a', 反 演 得 到 另 
外 的 -a' 轴 . 同 理 ,5 轴 也 必定 垂直 于 “, 于 是 有 

apbse 


和 
a=p=T*y 


半 1.5.3 关于 < 轴 的 二 次 放 
该 品系 对 应 的 点 群 记 为 cu, 它 具有 一 条 2 次 轴 和 转 操 作 要 求 4 各 直 于 。 
局 因 此 包含 4 个 群 元 素 . 

(3) 正 交易 系 

如 果 有 两 条 2 次 办, 分 别 沿 bve 方向 , 则 由 前 面 的 分 析 ,a 一 定 重 直 于 e 和 
4, 它 也 一 定 是 2 次 轴 , 所 以 


a#b#e, =p=y=3 


该 晶 系 对 应 的 点 群 记 为 D, , 它 具 有 三 条 2 次 轴 和 i, 因 此 包含 8 个 群 元 素 . 
(4) 四 方 晶 系 
x 


如 果 有 一 条 4 次 轴 , 沿 “方向 , 它 肯定 也 是 2 次 轴 , 所 以 Qa=B= 了 ,由 于 ce 为 
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4 次 轴 , 必 定 有 a=b,y= 子 ,如 图 1.5 4 所 示 . 所 以 
a=bxe 
«=p=y= 玉 
该 晶 系 对 应 的 点 群 记 为 Dw, 它 具有 一 条 4 次 轴 \ 四 条 2 次 轴 和 i, 因 此 包含 16 个 


群 元 案 ， 
(5) 六 角 量 系 


间 1.5.4 关于 * 轴 的 4 次 旋转 几 1.5.5 6 次 轴 * 重 直 于 
操作 ,要 求 alble,anb 纸 面 (虚线 所 示 为 2 次 轴 ) 


如 果 有 -条 6 次 轴 , 治 “, 它 肯定 是 2 次 轴 , 所 以 a = = 等 ,由 于 ec 为 6 次 


x 


铀 ,必定 有 a=b,y = 2 ,于 是 


re 


该 品系 对 应 的 点 群 记 为 Da, 它 除了 一 条 6 次 轴 和 i 外 ,还 有 6 条 与 6 次 轴 重 直 
的 2 次 轴 , 如 图 1.5,5 虚线 所 示 , 因此 包含 24 个 群 元 素 . 
(6) 立方 品系 
如 果 有 两 条 4 次 轴 , 必 定 有 三 条 4 次 轴 、 四 条 3 次 轴 、 六 条 2 次 轴 , 于 是 有 
™ 
obse arp=-y= 于 
该 品系 对 应 的 点 群 记 为 0、. 它 包含 48 个 群 元 素 , 是 晶体 的 最 高 对 称 点 群 . 
(7) 三 角 晶 系 
三 角 晶 系 是 一 种 特殊 对 称 类 型 , 它 具 有 一 条 3 次 轴 , 这 条 三 次 轴 与 a.b.c 具 
有 相等 的 夹 角 ,a、b、e 构成 一 个 菱形 六 面体 , 即 一 个 沿 体 对 角 线 拉 长 了 的 形 杰 立 
方 体 , 见 图 1. 5.6.4 =b=e,a=B=y<120°, 关 90°. 因此 ,该 晶 系 对 应 的 点 群 记 
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为 Du, 它 具有 一 条 3 次 轴 、 三 条 与 3 次 轴 垂 直 的 
2 次 轴 和 i, 因 此 包含 12 个 群 元 素 . 
2. 14 种 点 阵 


现在 我 们 来 讨论 点 阵 的 完整 对 称 性 , 即 除了 c 


考虑 点 群 对 称 操作 外 ,同时 考虑 平移 操作 . 可 以 
证 明 ,所 有 操作 1D | R| 构成 14 种 不 同 的 空间 
群 . 因此 ,从 完整 对 称 性 的 观点 来 看 ,存在 14 种 不 
同 的 点 阵 . 

可 以 用 下 述 方法 由 7 个 唱 系 演绎 出 14 种 点 
阵 .7 个 晶 系 是 根据 不 同 的 宏观 对 称 性 对 点 阵 音 
胞 品 轴 (a,5,e) 的 不 同 要 求 确定 的 . 点 阵 单 胞 通 
常 是 一 个 扩大 了 的 元 胞 ,同一 单 胞 可 以 对 应 不 同 
的 点 阵 . 例如 se 点 阵 .bee 点 阵 和 fee 点 阵 ,它们 


4 


赂 1.5.6 三 角 品 系 的 单 胞 


具有 形式 完全 相同 的 单 胞 ,因此 具有 相同 的 宏观 对 称 性 ,同属 立方 唱 系 (0, 群 ) ， 
但 是 ,由 于 基 矢 a .a, .a, 不 同 ,而 具有 不 同 的 平移 对 称 性 ,属于 非 等 价 的 空间 
群 . 由 此 看 来 ,似乎 可 以 通过 对 每 一 晶 系 加 心 来 得 到 新 的 点 阵 . 显然 加 心 点 阵 的 


单 胞 与 它 的 初 基 元 胞 是 不 相同 的 . 
(1) 加 心 点 阵 


我 们 把 不 加 心 的 点 阵 称 为 简单 (P) 点 阵 , 它 的 单 胞 就 是 初 基 元 胞 . 为 了 不 破坏 晶 
系 的 宏观 对 称 性 ,又 能 保证 加 心 后 不 违背 点 阵 的 基本 要 求 , 即 加 心 后 每 个 结 点 的 位 置 
完全 等 价 ,可 以 用 R, = 站 ae + aq: +4a, 来 表征 . 存在 下 面 几 种 加 心 途径 : 


工 加 体 心 (7) 


在 单 胸 的 中 心 { 全 + 之 + 全] 加 心 , 记 为 /由 此 构成 的 新 点 阵 称 /点 阵 - 


且 . 加 面 心 (F) 

在 单 胞 的 每 个 面 的 中 心 加 心 , 记 为 ,由 此 构 
成 的 新 点 阵 称 严 点 阵 . 

亚 . 加 底 心 (4,B8,C) 

在 单 胞 的 一 对 平行 面 上 加 心 . 由 于 一 般 选 择 
< 轴 为 晶 系 的 主要 对 称 轴 , 通 常 在 ab 面 加 心 , 记 
为 C, 而 ac 和 be 面 加 心 ,分 别 记 为 8 和 4. 由 此 构 
成 的 加 心 点 阵 分 别称 C.B ,4 点 阵 . 

其 他 ,如 在 两 组 平行 面 中 心 上 加 心 ,将 破坏 点 
阵 的 基本 要 求 . 如 图 1.5.7 所 示 ,显然 4 心 和 忠心 
不 等 价 ,因为 它们 四 周 点 的 分 布 的 取向 是 不 等 价 


闲 1.5.7 不 可 能 
两 对 面 上 加 心 


32 第 一 章 晶体 的 结构 及 其 对 称 性 


的 . 另外 对 三 角 晶 系 和 六 角 晶 系 存在 一 些 特殊 的 加 心 方 式 ,较为 复杂 ,但 对 我 们 
下 面 的 简单 分 析 影 响 不 大 ,因此 这 里 不 准备 描述 它 . 

(2) 14 种 点 阵 的 简单 导出 

工 ,三 斜 晶 系 只 存在 己 点 阵 

由 于 三 斜 蝇 系 无 轴 对 称 ( 除 E,i 外 ) ,因此 对 称 性 对 平移 矢量 无 任何 限制 ， 
心 后 只 不 过 仍 得 到 一 个 无 轴 对 称 的 较 小 的 初 基 元 胞 . 

工 . 单 斜 晶 系 具有 PP 和 8B 点 阵 

因为 C=P, 即 加 底 心 C 仍 为 尸 单 斜 . 

图 1.5.8 表示 单 斜 晶 系 加 底 心 C 仍然 为 己 单 斜 , 此 时 新 的 ae 仍 满足 ， 


axb#c,0 =B= 玉 KY, 只 是 0,b 变 短 了 . 图 1, 5,9 表示 单 斜 唱 胞 加 底 心 8, 得 到 


底 心 (8) 点 阵 , 该 点 陈 保留 了 单 斜 蝇 系 的 所 有 宏观 对 称 性 , 同 理 可 以 证 明 ,/= 
Am=4z 及 于 是 , 单 斜 晶 系 只 存在 已 和 呈 两 种 点 阵 ， 


间 1.5.8 单 斜 击 系 C=P 了 15.9 加 底 心 得 到 ,8 单 射 点 阵 


自 ， 正 交 硬 系 具有 PARC 四 种 点 阵 

因为 正 交 前 系 ,a.b\e 贿 为 2 次 轴 , 三 类 底 心 位 置 等 价 , 即 4= B=C. 
WV 四方 品系 具有 P 和 71 两 种 点 阵 

因为 CeP,1=F,4 和 有 点 阵 将 失去 4 次 轴 , 见 图 1.5. 10. 


3 
了 
日 


图 上 5.10 四 角 加 心 点 阵 
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V. 立方 晶 系 具 有 已 人 下 三 种 点 阵 

前 面 已 经 谈 到 立方 唱 系 存在 简单 立方 (P) , 体 心 立方 (7) 和 面 心 立方 (让) 三 
种 点 阵 十 分 清楚 ,立方 晶 系 不 可 能 存在 底 心 (4,B,C) 点 阵 ,因为 它 将 失去 四 条 
3 次 轴 , 只 保留 一 条 4 次 轴 , 实 际 上 变 成 简单 (P) 四 方 点 阵 . 

WI 六 角 唱 系 只 有 PP 点 阵 

对 于 六 角 上 品系 单 胞 加 底 心 、 体 心 或 面 心 将 失去 6 次 轴 , 例如 ,加 底 心 C, 它 


将 变 成 简单 正 交点 阵 , 如 图 1.5. 11 所 示 , 新 点 阵 满 足 4#bze,a =B=y= 子 ， 


JL 


间 1.5 .11 六 角 品 系 加 底 心 C, 变 成 简单 正 交点 阵 ,C 负重 直 于 纸 面 
WW， 三角 品系 只 有 PP 点 阵 
三 角 唱 系 加 体 心 (1) 和 面 心 () ,仍然 构成 一 个 体积 较 小 的 初 基 萎 形 胞 , 满 
足 a=b=c,a=B=y, 如 图 1.5.12 所 示 , 加 底 心 将 失去 3 次 轴 . 


用 上 .4.12 涯 角 齿 系 加 心 (R,) 蓝 形 单 胸 ( 虚 线 ) ， 
实 线 表明 加 心 后 形成 的 新 的 郑 形 初 基 元 胞 
综 上 所 述 ,7 个 晶 系 通过 加 心 程序 得 到 ? 种 新 的 加 心 点 阵 , 加 上 原 有 的 ?7 种 
简单 点 阵 , 共 14 种 不 同 的 点 阵 . 按照 宏观 对 称 性 14 种 点 阵 分 属 7 个 品系 . 图 
1.5.13 给 出 了 7 个 晶 系 \14 种 点 阵 的 惯用 单 胞 . 


三 、 晶 体 结 构 的 32 种 点 群 和 230 种 空间 群 
现在 将 点 阵 按 对 称 性 分 类 的 方法 应 用 到 晶体 结构 上 ,以 对 晶体 的 结构 进行 
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避 单 笠 
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入 
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至 
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A 


守 


心 四 方 


英 


简单 立方 而 心 立方 


间 1.5.13 了 个 胡 系 ,14 种 点 阵 


分 类 , 因为 申 体 的 结构 由 基 元 按 点 阵 排 布 得 到 ,所 以 结构 的 对 称 性 同时 取决 于 点 
阵 和 基 元 的 对 称 性 , 基 元 不 同 于 结 点 , 结 点 是 一 个 数学 点 , 它 具 有 完全 的 对 称 性 ， 
而 不 同 的 基 元 有 不 同 的 对 称 性 ,因此 对 称 群 的 数目 将 大 大 增加 . 

1. 32 种 晶体 学 点 群 

首先 仍然 不 考虑 平 移 操 作 ,讨论 晶体 结构 的 点 群 . 由 于 点 阵 忽略 了 结构 中 基 
元 里 原子 分 布 的 细节 ,一 个 能 使 点 阵 复原 的 对 称 操 作 , 可 能 不 再 是 结构 的 对 称 操 
作 . 同一 种 点 阵 由 于 基 元 的 不 同 ,可 以 包括 若干 种 不 同 的 结构 . 例如 fee 结构 和 
ZnS 结构 ,它们 都 具有 fee 点 阵 , 如 果 按 照 点 阵 分 类 ,同属 0, 群 但 ZnS 结构 ,由 
于 基 元 中 有 2 种 不 同 的 原子 ,对 称 性 降低 , 它 属于 正四 面体 Ti 群 . 结构 的 对 称 性 
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往往 低 于 它 所 对 应 的 点 阵 的 对 称 性 ,于 是 可 以 考虑 所 有 可 能 降低 七 种 点 阵 点 群 
对 称 性 的 途径 ,得 到 晶体 结构 的 点 群 . 这 里 不 去 讨论 这 种 论证 的 细节 ,只 是 给 出 
按 这 种 方法 由 7 个 品系 衍生 出 另外 25 种 新 点 群 的 规则 . 

这 里 必须 考虑 基 元 与 点 阵 对 称 性 的 相 容 性 . 按照 高 对 称 性 到 低 对 称 性 品系 
的 顺序 ,将 具有 一 定 对 称 性 的 基 元 放 到 某 晶 系 单 胞 的 结 点 上 ,得 到 该 晶 系 的 一 个 
对 称 性 较 低 的 新 点 群 ,一 直到 某 个 点 群 的 全 部 群 元 素 在 对 称 性 较 低 的 品系 中 全 
部 出 现 为 止 . 一 旦 这 种 情况 出 现 ,该 点 群 便 归 人 对 称 性 较 低 的 晶 系 . 按照 这 样 的 
方法 ,可 以 推出 25 种 新 点 群 ,加 上 原 有 的 7 种 点 群 , 共 32 种 , 称 为 32 种 晶体 学 
点 群 , 因此 一 个 晶 系 可 以 包括 若干 不 同 的 新 点 群 ,它们 对 应 于 不 同 结构 的 对 称 
性 . 同一 晶 系 不 同 结构 的 晶体 其 点 阵 具 有 相同 的 点 群 对 称 性 , 它 是 该 晶 系 最 高 对 
称 性 , 称 该 晶 系 的 全 对 称 点 群 , 例如 立方 蝇 系 包括 0 TO.T 和 T5 种 点 群 ,其 
中 0, 群 是 该 品系 的 全 对 称 点 群 . 表 1. 5. 1 给 出 7 个 品系 对 应 的 32 种 点 群 、 点 群 
的 国际 符号 和 能 夫 利 符号 以 及 每 种 点 群 的 群 元 素数 目 . 

家. 7 的 天 和光 认 人 四 


是 


3 Cy(S,) 6 

三 角 32 D, 6 

3m Cy 6 

加 Bam py 2 
和 6 | 

5 8 

4/m Co 8 

方 422 D, 8 

4 co 8 

Fam DC,) s 

nim Du 16 
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续 表 
i 点 群 类 型 本 到 
国际 符号 骨 夫 利 符号 
6 C 6 
6 Cs 6 
mm Cu 2 
六 角 622 D, 12 
Gmm ee 2 
Gm2 Dy 2 
6/mmm Du 24 
Ea 于 四 二 

m3 24 
立方 432 0 24 
432 T, 24 
mam 0 得 


2. 230 种 晶体 学 空间 群 

要 全 面 讨论 晶体 结构 的 对 称 性 ,必须 同时 考虑 点 群 对 称 操作 和 平移 对 称 操 
作 ,1D | 这些 对 称 操作 组 合 构成 晶体 学 的 空间 群 , 与 点 阵 空间 群 不 同 的 是 ,其 
中 平移 操作 + 不 限于 点 阵 平移 R,, 它 可 以 是 点 阵 平移 的 分 数 平移 +. 于 是 存在 两 
种 新 的 对 称 素 . 

(1) 螺旋 轴 

-个 n 次 螺旋 轴 表 示 绕 轴 转动 27n 后 ,再 沿 该 轴 方向 作 一 个 非 点 阵 平移 . 

例如 ,在 金刚 石 结构 中 , 取 单 胞 上 ,下 底 心 到 各 面 一 个 梭 的 乔 线 的 中 点 ,连接 这 两 
个 中 点 的 直线 ,就 是 一 个 4 次 妮 施 轴 ; 品 体 绕 该 轴 旋转 w/2 后 ,再 沿 该 轴 平移 
09/4, 能 自 相 重 合 . ZnS 结构 虽然 与 金刚 石 结构 相似 ,但 由 于 存在 两 种 不 同 元 素 的 
原子 ,不 存在 4 次 螺旋 轴 , 由 于 平移 对 称 性 的 限制 ,晶体 也 只 能 有 1.2.3.4 和 6 
次 妮 施 轴 ; 

(2) 济 移 反映 面 

一 个 滑 移 反映 面 表示 经 过 该 面 的 镜像 操作 后 , 青 沿 该 面 内 某 方向 作 非 点 阵 
平移 . NaCl 结构 就 具有 这 种 滑 移 反映 面 . 

可 以 证 明 ,所 有 对 称 操作 1D | !| 构成 230 种 晶体 学 空间 群 . 自然 界 形形色色 
的 晶体 ,按照 对 称 性 ,只 可 能 是 这 230 种 空间 群 之 一 . 这 个 数目 似乎 比 我 们 料想 
的 要 多 些 , 但 以 下 的 简单 说 明 也 许 能 让 我 们 相信 这 是 真 的 

首先 姑且 不 考虑 非 点 阵 平 移 操作 ,仅仅 对 称 操 作 | DZR, 上 就 可 以 构成 73 种 
空间 群 , 称 为 点 空间 群 . 类 似 于 晶体 学 点 群 的 讨论 , 当 我 们 把 不 同 宏观 对 称 性 的 
基 元 放 到 某 唱 系 点 阵 上 时 ,得 到 该 品系 的 一 个 新 点 洛 , 但 一 个 虞 系 可 以 包括 若干 
种 点 阵 ,它们 具有 相同 的 宏观 对 称 性 ,但 是 具有 不 同 的 平移 对 称 性 ,因此 构成 不 
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同 的 空间 群 . 仅仅 用 这 种 简单 的 推理 , 便 可 由 14 种 点 阵 空间 群发 展 为 61 种 晶体 
学 点 空间 群 ,如 表 1. 5. 2 所 示 . 遗漏 的 12 种 点 空间 群 必须 考虑 较 复杂 的 情况 得 
到 ,例如 将 具有 三 角 对 称 的 基 元 放 到 六 角 点 阵 上 ,可 以 得 到 5 种 点 空间 群 . 再 考 
虚 到 一 个 给 定 对 称 性 的 基 元 可 以 有 不 同 的 取向 ,得 到 7 种 剩 下 的 点 空间 群 

表 1.5.2 一 些 点 空间 群 的 例子 


品 系 点 群 数 点 阵 数 乘积 
立方 5 - EF 5 
四 方 7 2 14 
正 交 3 4 12 
单 鲜 3 2 6 
三 余 2 点 2 
六 角 人 1 7 
三 角 各 1 | 5 
总 数 3 14 ol 


实际 上 ,大 量 的 空间 群 都 是 非 点 空间 群 ,也 就 是 考虑 非 点 阵 平移 操作 (螺旋 
轴 或 滑 移 反 映 面 ) 得 到 的 空间 群 . 

作为 本 节 的 结束 , 表 1. 5. 3 给 出 点 阵 和 结构 的 点 群 和 空间 群 数 . 
表 1.5,3 点 阵 和 出 体 结构 的 点 群 和 空间 群 数 


喜 降 ( 球 对 称 结 点 ) 结构 ( 任意 对 称 关 元 ) 
- 0 一 -人 
= (个 二 系 ) (32 各 山体 学 点 群 ) 
空间 各 数 2 
(4 种 点 阵 ) 0230 种 空间 内 ) 
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固体 物理 发 展 史 中 一 个 重要 的 里 程 碑 , 就 是 1912 年 劳 厄 ( M. Laue) 等 发 现 
了 X 射线 通过 电 体 的 衍射 现象 . 当时 劳 厄 在 德国 慕尼黑 大 学 任教 ,而 索 示 菲 ( A. 
Sommerfeld) 是 该 大 学 的 理论 物理 教授 ,他 的 一 个 研究 生 厄 瓦 德 ( Eward) 正 在 做 
博士 论文 ,题目 是 对 晶体 的 双 折射 现象 进行 微观 解释 . 他 设想 咒 体 中 偶 极 子 按 点 
阵 排列 ,在 和 射电 磁 波 作用 下 , 偶 极 子 振动 发 射 次 级 电磁 波 , 厄 瓦 德 曾 向 劳 厄 请 
教 , 劳 厄 反问 厄 瓦 德 他 的 偶 极 子 阵 列 的 间距 大 致 是 多 少 ?万 瓦 德 计算 了 一 下 , 认 
为 是 10 ”em 量 级 , 劳 厄 立刻 意识 到 ,这 正好 是 X 射线 波长 的 量 级 . 晶体 中 的 原 
子 如 果 是 按 点 阵 排 列 , 那 它 正好 是 X 射线 的 天 然 三 维 光 媚 ,会 发 生 衍射 现象. 在 
夫 里 得 里 希 ( Friedrich) 和 尼 平 (Knipping) 的 协助 下 ,终于 照 出 了 硫酸 铜 晶体 的 
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衍射 斑 , 并 给 出 了 正确 的 理论 解释 . 随后 ,布拉格 (W.L. Bragg) 父子 测定 了 
NaCl、KCl 的 晶体 结构 ,首次 给 出 了 晶体 中 原子 规则 排列 的 实验 证 据 ,从 此 揭 开 
了 晶体 结构 分 析 的 序 藉 ,也 为 固体 物理 学 的 建立 葛 定 了 坚实 的 实验 基础 . 劳 厄 因 
此 而 获得 1914 年 诺 贝尔 物理 学 奖 . 


一 、 市 撞 插 反射 公式 


众所周知 , 当 一 东平 行 的 可 见 光 人 射 到 光滑 的 固体 表面 时 ,在 满足 人 射 角 等 
于 反射 角 的 条 件 下 ,可 以 得 到 足够 强 的 反射 光束 , 但 是 在 X 射线 波段 ,所 有 材料 
的 折射 率 几乎 为 1, 其 透射 率 极 大 而 反射 率 极 小 ,因此 不 能 期 待 在 满足 通常 反射 
定律 的 条 件 下 ,对 任何 人 射 角度 都 能 获得 足够 强 的 反射 光束 , 布拉格 根据 光 的 干 
涉 现象 对 品 体 的 X 射线 衍射 提出 了 一 个 简单 的 解释 . 假设 入 射 波 从 晶体 中 的 平 
行 原 子平 面 作 镜 面 反射 ,虽然 每 个 原子 平面 只 反射 很 少 一 部 分 轿 射 ,大 约 是 人 射 
波 的 10 ”~ 10… 部 分 ,由 于 X 射线 有 足够 的 穿 透 能 力 ,因此 有 足够 多 的 原子 平 
面 参与 反射 , 另 一 方面 ,由 于 X 射线 的 波长 正好 与 晶体 中 一 组 平行 原子 面 的 面 
间距 相当 , 当 来 自 这 些 原子 面 的 反射 发 生 相 长 干涉 时 ,就 能 获得 足够 强 的 衍射 
束 ,如 图 1.6.1 所 示 , 现在 处 理 弹性 散射 ,假定 人 射 波 的 波 失 为 ,那么 X 射线 的 


2 
向 = 克 站 在 反射 中 不 灾 


dsinO Dan 0 


疾 1.6.1 布拉格 入 射 

考虑 间距 为 4 的 平行 点 阵 平 面 ,入 射 和 反射 X 射线 东 位 于 纸 平面 内 . 由 相 
邻 平 面 的 反射 线 , 光 程 差 为 2dsin 9, 其 中 0 从 反射 平面 开始 量度 . 当 光 程 差 是 波 

长 A 的 整数 倍 时 ,来 自 相继 平面 的 辐射 床 发 生 相 长 干涉 ,所 以 
2dsin 0 = nA (1.6.1) 
这 就 是 布拉格 公式 ,其 中 是 衍射 级 数 , 它 表示 同一 族 咒 面 ,在 不 同人 射 角 下 的 
衍射 由 此 可 见 , 反 射 角 受 到 严格 的 限制 ,只 有 满足 式 (1.6.1) 的 那些 反射 角 才 
能 观测 到 强 的 反射 束 , 布拉格 定律 是 点 阵 周 期 性 所 导致 的 结果 . 注意 在 可 见 光波 
段 , 由 于 和 >d, 因 此 布拉格 的 公式 不 能 应 用 . 布拉格 公式 是 一 个 十 分 简单 而 又 
十 分 有 用 的 公式 ,但 是 它 只 能 给 出 衍射 加 强 的 条 件 ,而 不 能 给 出 衍射 强度 的 分 
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布 ,镜面 反射 的 物理 图 像 也 不 够 清楚 
二 、 劳 龙 方 程 


1， 劳 厄 方程 

实质 上 ,晶体 的 X 射线 衍射 主要 是 X 射线 与 晶体 中 原子 核 外 电子 的 相互 作 
用 的 结果 ,原子 核 的 作用 可 以 略 去 不 计 . 当 一 束 光子 人 射 到 唱 体 上 ,由 于 受到 核 
外 电子 的 散射 ,将 从 一 个 光子 态 跃迁 到 另 一 个 光子 态 .假设 散射 势 正比 于 晶体 中 
电子 密度 , 即 V(r) = en(r) ,根据 微 扰 论 的 玻 恩 近似 , 初 态 和 末 态 之 间 的 史 
迁 矩 阵 元 为 


ps = CIV) [A) = [itrDWear (1.6.2) 
令 光子 的 平面 波 态 为 
机 (1.6.3) 
得 到 
pr = ofan (1.6.4) 
因为 X 对 线 的 散射 振幅 比例 于 路 迁 概率 ,因此 在 "方向 散射 波 的 振幅 可 写 为 
uw =e fare dr (1.6.5) 


式 中 对 整个 晶体 体积 站 积分 ,mn(r) 为 晶体 中 的 电子 密度 . 从 经 典 的 衍射 理论 来 
看 ,(k- 尼 )，r 给 出 了 入 射 波 和 和布 射 波 在 0 点 和 7 点 总 的 相位 差 ,而 e ”是 
总 的 相 因子 ,如 图 1. 6. 2 所 示 . 式 (1. 6.5) 的 物理 意义 表明 ,在 大 方向 的 散射 波 
振幅 比例 于 电子 的 数 密度 及 其 相 因子 的 乘积 在 整个 晶体 体积 内 的 积分 . 


图 1.6:2 义 身 线 入 射 劳 厄 公式 
车 取 n(r) = 8(r) , 即 整个 空间 内 只 有 一 个 点 电荷 ， 
=o)et dr =e (1.6.6) 


所 以 比例 常数 相当 于 一 个 点 电荷 的 散射 幅 - 
很 设 曲 体 中 所 有 原子 精确 地 位 于 点 阵 所 确定 的 格 位 上 (刚性 晶 格 ) , 则 有 
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(r+R,) =n(r) ,可 将 n(r) 展 开 成 传 里 叶 级 数 : 


nm) = em 
各 (1.6.7) 


n(K) = J re dr 
其 中 Y 是 晶体 的 体积 . 因此 式 (1.6.5) 可 写 为 
Er) fer (1.6.8) 
当 晶体 的 体积 足够 大 时 ,可 以 证 明 ; 


fgr = Be | 


1, kr-k=k, 
0, kk 


(1.6.9) 


因此 ， 
w= eB nk (1,6.10) 


这 就 是 劳 厄 定理 ;一 组 倒 易 点 阵 矢量 K, 确定 可 能 的 X 射线 反射 ,衍射 强度 正比 
于 电子 分 布 函数 的 傅 里 时 分 地 
1= Sn (K,) (1.6.11) 
如 果园 定 , 即 人 射 光束 是 单 色 和 方向 一 定 的 平行 光 , 那 么 仅 当 波 拓 满 足 
= kk (1.6.12) 
时 ,可 以 观察 到 衍射 东 , 入射 波 矢 与 散射 波 矢 之 差 5, 称 为 衍射 矢 量 . 方程 
(1,6.12) 称 为 劳 厄 方程. 实质 上 它 是 光子 在 周期 结构 中 传播 时 ,动量 守恒 的 体 
现 , 光子 将 动量 hK, 转移 给 了 晶体 ,但 由 于 晶体 质量 太 大 ,以 致 观 察 不 到 蝇 体 的 
平 动 
2， 由 劳 厄 方程 推导 布拉格 公式 
从 劳 厄 方程 可 以 直接 得 到 布拉格 公式 . 假设 散射 是 弹性 散射 ,结合 方程 
(1.6.12) 有 


(1.6.13) 


从 式 (1.6.13) 中 消去 ,得 到 
2 KtR 0 (1.6.14) 
设 关 和 k' 之 间 的 夹 角 为 29, 由 图 1.6.3 可 得 
-21klK, | sin 0+ Kk: = 


| 团 1.6.3 由 劳 厄 方程 
2 ‘sing = 1.6.15 
TaT FET ) 推导 布拉格 公式 
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由 于 有 本 =n8vvd = Te KK 为 在 KK, 方向 的 最 短 的 倒 格 矢 , 


为 X 射线 波长 , 方程 (1.6.15) 可 写 为 

2dsin 0 = nA (1.6.16) 
这 就 是 布拉格 公式 . 因此 ,一 个 由 倒 格 矢 &, 确定 的 劳 厄 衍射 峰 对 应 于 一 族 正点 
阵 平面 的 一 个 布拉格 反射 ,该 族 蝇 面 垂直 于 KK, ,布拉格 反射 的 级 数 ”恰恰 是 及 
的 长 度 与 该 方向 最 短 倒 格 矢 KK 之 比 . 注意 对 于 mn>=2 Web (和 族 


晶 面 的 反射 ,但 是 因为 , 不 是 该 方向 的 最 短 的 倒 格 矢 必 TT Tr( < 信 CT) 并 


不 等 于 该 族 虎 面 的 面 间距 一 族 曲面 的 面 间距 是 一 定 的 ,所 以 ,高 级 衍射 实际 
上 是 同一 族 品 面 不 同 角 度 的 衔 射 , 其 衍射 角 大 于 一 级 衍射 的 街 射 角 , 在 晶体 衍射 
学 中 ,通常 把 对 应 的 指数 ( 语 h, h, ) 称 为 入 射 面 指数 ,它们 可 能 是 不 互 质 的 


三 、 原 子 散 射 因 季 与 几何 结构 因 季 


由 劳 厄 定理 我 们 知道 ,X 射线 衍射 强度 决定 于 电子 密度 函数 的 傅 里 叶 变 换 
分 量 


n(K,) 人 Dear (1.6.17) 
知道 了 n(r) , 便 可 得 到 n( KK,)， 
1. 点 散射 模型 
假设 在 每 一 个 正点 阵 的 结 点 上 有 一 个 电子 ， 
n(r) = Fir-R) (1.6.18) 


代入 (1.6.17) 得 到 
n(K) = > Jacr ~- R)edr = 3° EN (1.6.19) 
让 中 ,KR =2 mn(n 为 整数 ) ,N 为 帆 体 中 的 元 胞 数 . 因此 ,方程 (1. 6. 10) 变 为 
ceN， 当 大 -k=K, 
wa DeNByas, = 
2 I 其 他 情况 
可 见 , 当 满足 劳 厄 条 件 刀 -k=K, 时 , 街 射 幅 为 一 个 电子 本 射 幅 的 W 倍 ， 因 为 晶 
体 中 有 N 个 原子 同时 参与 衍射 ,在 满足 相 长 王 涉 条 件 时 ,总 的 衍射 幅 为 所 有 电 
子 街 射 幅 之 和 ,其 强度 1= w= ex? 
2， 原 子 艇 
上 述 模型 是 一 个 过 于 简化 的 模型 ,如 果 假设 每 个 正点 阵 的 结 点 上 有 一 个 原 
子 , 则 


(1.6.20) 


nm) = Dplr-R,) (1.6.21) 
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其 中 pl(r -RR,) 表 示 Ri 格 点 上 原子 的 局 域 电子 密度 ,如 图 1. 6.4 所 示 , 此 时 


n(K,) = EJolr -RYe dr (1.6.22) 

令 #=r-R, 有 
(KR) = 于 ee 人 = MK,) 

(1.6.23) 
式 中 ， 

NE) = Jone dr pF 

(区 24) 图 二 6.4 R 格 位 上 原子 局 域 电子 分 机 
称 为 原子 散射 因子 . 此 时 ,方程 (1.6.10) 
变 为 


eN(K), Gk -大 = Kk, 
"Ban eo 其 他 情况 
对 比 式 (1.6.20) 和 式 (1.6.25) 可 见 ,将 点 电荷 用 一 个 有 一 定 电荷 分 布 的 原子 取 
代 时 ,其 衍射 幅 相 差 因子 /因此 原子 散射 因子 实质 上 代表 原子 内 所 有 电子 的 散 
射 由 和 一 个 单位 点 电荷 散射 幅 之 比 , 其 原因 是 ,系统 大 小 有 限 , 其 中 诸 电子 散射 
波 相互 干涉 的 效应 , 
以 氧 原子 为 例 ,基态 所 原子 中 的 电子 密度 是 

p(r) = (ras) “exp( ~ 2r/a) (1.6.26) 
此 处 mw 是 玻 尔 半径 , 由 于 p(7) 是 球 对 称 的 ,可 在 球 坐 标 系 中 积分 . 氧 原子 的 原 
子 散 射 因 于 可 写 为 


AR) = p(n)exp(- 证 ,rdr 


(1.6.25) 


= [ (ma) exp( - ~ Kreos 9) rsin gdrdedy 
-nah 


利用 积分 公式 ,三 **e“de = ,得 到 


[er ~ Om jrdr 


2 [ 1 
Ral (2 ~ iKa) (2+ 


=16/(4 + Kias)’ (1.6.27) 
显然 当 玻 尔 半径 as-0 时 ,f=1, 得 到 点 散射 的 结果 . 
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实际 上 当 原 子 凝聚 成 晶体 时 ,最 外 层 电子 或 价 电 子 总 是 要 重新 分 布 的 ,但 是 
原子 散射 因子 的 试验 数值 与 自由 原子 的 理论 值 总 能 符合 较 好 ,这 说 明 晶体 中 总 
电子 分 布 比较 接近 自由 原子 的 总 电子 分 布 ,而 X 射线 衍射 强度 对 于 电子 的 稍 许 
重新 分 布 是 不 敏感 的 , 在 实际 工作 中 ,往往 可 以 由 实验 上 测定 原子 散射 因子 
姑且) 青 作 逆 傅 里 叶 变换 求 出 电子 在 原子 内 的 分 布 ,并 与 是 子 力学 的 理论 计算 
进行 比较 ,得 出 有 意义 的 结果 . 

3. 几何 结构 因子 

下 面 讨论 最 普通 的 情形 , 对 于 复式 品格 ,每 一 个 元 胞 中 不 止 一 个 原子 ,此 时 


nn) = 加 Zoo -Rn (1.6.28) 


其 中 p(r -RR,-r,) 表 示 第 R, 个 元 胞 中 ,第 i 个 原子 的 局 域 电 子 分 布 ,如 图 1. 6.5 
所 未 ,此 时 


(KR) = [EBor Rr) mr 


A 7 
Nm 


BD 


周 1.6.5 复式 品格 中 ,第 R, 个 诛 胞 中 第 1 个 原子 的 坐标 示意 图 
令 #=r-R-r, 有 


“= 加 Ee emt 


-PE mn ple (1.6.29) 
NTL(K es" = NFCK,) 

其 中 ， 
F(R) = TAK em (1.6.30) 


称 为 儿 何 结构 因子 /(K,) 是 元 胞 中 第 i 个 原子 的 原子 散射 因子 , 求 和 对 元 胞 中 
所 有 原子 进行 . 于 是 方程 (1. 6. 10) 变 为 
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K, 
PNK Bs, { (1.6.31) 
4 0， 其 他 情况 


T= Nu) = oNF(K,) 


因此 ,几何 结构 因子 表示 基 元 中 所 有 原子 的 散射 由 与 一 个 点 电荷 散射 幅 之 比 . 
在 实际 应 用 中 ,总 是 将 r,， 和 KK, 利用 正点 阵 和 倒 点 阵 的 基 矢 表示 为 


六 40 + fad 二 ago 


(1.6.32) 
Ks =hb, + hsb, + hb 
因此 ， 
FUR) = Bho (1.6.33) 
4， 消 光 条 件 
根据 方程 (1. 6. 31)， 
um ENR, 访 痪 (1.6.34) 


可 知 , 即 使 在 满足 劳 厄 方程 K' -k= K, 时 ,如 果 几 何 结构 因子 P(K,) =0, 也 可 能 
导致 衍射 帆 w=0, 因此 ,几何 结构 因子 能 使 空间 点 阵 所 允许 的 某 些 反射 抵 消 , 称 
为 衍射 消光 

以 CsC1 结构 晶体 为 例 , 每 个 初 基 元 胞 (注意 此 时 单 胞 与 初 基 元 胞 相同 ) 有 
A.B 两 类 原子 ,其 位 矢 为 


A(0,0,0)，B( 寺 汪汪 (1.6.35) 


代入 式 (1.6.33) 得 到 CsCl 结构 晶体 的 几何 结构 因子 : 
(人 人) = Bhe mm 


shh hoe ety (1.6.36) 
-人 
-用 ， 当 矶 + 如 + = 奇数 
显然 ,对 于 衍射 面 指数 之 和 为 奇数 的 那些 曲面 ,如 果 /, ~ 将 完全 消光 
上 上 面 我 们 从 复式 虎 格 引 人 儿 何 结构 因子 的 概念 . 但 是 ,在 晶体 学 中 ,人 们 习 
惯 采用 单 胞 以 及 需 面 的 密 勒 指数 (A,k,2), 单 胞 是 一 个 扩大 了 的 元 胞 ,即使 是 简 
单 品格 , 单 胞 中 也 可 能 不 止 一 个 原子 . 因此 ,几何 结构 因子 的 概念 仍 可 应 用 ,而 
生 ,因为 单 胞 中 往往 是 同一 种 原子 ,原子 散射 因子 完全 相同 ,可 能 出 现 某 些 衍射 
面 (4,, 人 ) 完 全 消光 . 例如 ,金属 Na 晶体 ,具有 体 
结构 相同 ,只 是 单 胞 的 顶 角 与 体 心 位 置 都 是 Na 
结构 因子 
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CR,D ke td lt (1.6.37) 


0， 当 h+k+1 = 奇数 
于 是 衍射 面 密 勒 指数 之 和 为 奇数 的 那些 唱 面 ,衍射 将 完全 消光 . 
实际 上 , 当 采 用 单 胞 唱 轴 e be 代替 基 矢 a,\a, .a ,由 于 单 胞 是 一 个 扩大 了 
的 元 胞 ,因此 a、b\e 的 尺度 总 是 大 于 a,、a; ,a 的 尺度 ,相应 的 倒 点 阵 基 矢 a”、 
b" .e "总 是 小 于 5b,,b、b，. 由 倒 空间 的 平移 矢量 ,Kt = ha”+ 怒 ”+le” ,得 到 
的 倒 点 阵 不 是 真正 的 倒 点 阵 , 它 将 导致 多 余 的 倒 结 点 . 如 果 把 劳 厄 方程 写 为 
kk Ka (1.6.38) 
将 是 不 完全 正确 的 衍射 加 强 条 件 ,必须 用 几何 结构 因子 F(h,k,1) 去 修正 
再 回 到 金属 Na 晶体 的 例子 ,由 于 它 具 有 bee 结构 的 简单 唱 格 , 对 应 的 点 阵 
也 是 bee 点 阵 , 正 确 的 倒 点 阵 是 fee 结构 . 假定 晶 格 常数 是 a, 图 1. 6. 6(a) 表示 它 
的 正点 阵 和 倒 点 阵 单 胞 , 倒 点 阵 单 胞 边 长 为 4/a, 图 1. 6.6(b) 表 示 单 胞 曲轴 
a\b\e 对 应 的 倒 点 阵 , 它 是 一 个 边 长 为 2 wa 的 立方 胞 构成 的 格子 , 可 见 出 现 了 
多 余 的 倒 结 点 . 如 果 去 掉 按 照 消光 条 件 (1.6.37) 所 确定 的 那些 结 点 ,就 得 到 真 
正 的 fee 倒 点 阵 ,其 单 胞 边 长 正好 是 4m/a 


2rall00] 200] 
。 为 消光 点 


四 


图 1.6.6 体 心 立方 初 基 元 胞 和 单 胞 对 应 的 倒 点 阵 - 
根据 同样 的 道理 ;如 果 用 密 勤 指数 去 标志 曲面 , 且 用 曲面 间距 公式 d= 
[县 下 去 确定 该 族 品 面 的 面 间 是 , 当 A 满足 消光 条 件 时 ,所 得 到 的 并 不 是 
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真正 的 面 间距 ,因为 KK,,, 较 该 方向 上 的 真正 最 小 倒 格 矢 小 ,得 到 一 个 较 大 的 面 
间距 . 从 正 空间 看 ,遗漏 了 一 些 晶 面 . 
在 实际 工作 中 ,常常 利用 晶体 衍射 的 消光 规律 ,去 判断 它 的 晶体 结构 . 


四 、 三 种 重要 的 义 射线 晶体 学 分 析 方 法 


从 劳 厄 方程 (或 布拉格 公式 ) 容易 看 到 ,晶体 的 X 射线 衍射 受到 严格 的 制 
约 . 因为 在 倒 空 间 ,K, 是 一 组 分 立 的 矢量 ,不 能 连续 取 值 ,所 以 当 人 射 波 矢 
定时 ,一 般 而 言 很 难 满足 劳 厄 方程 ,也 就 很 难 观察 到 衍射 峰 . 

如 果 希 望 在 实验 上 容易 看 到 布拉格 峰 , 我 们 必须 放松 固定 大 的 限制 ,或 变化 
不 的 大 小 (改变 X 射线 的 波长 ,或 变化 大 的 方向 (X 射线 对 晶体 的 人 射 方向 ). 

1, 厄 瓦 德 构图 法 

厄 瓦 德 构图 法 有 助 于 我 们 了 解 各 种 衍射 方法 ,并 根据 观察 到 的 街 射 班 去 扒 
断 晶体 的 结构 特征 如 图 1. 6. 7 所 示 ,在 倒 空间 取 一 倒 结 点 为 原点 0, 以 人 射 波 
矢 的 末端 为 球 心 ，|k | 为 半径 画 一 个 球 ,要 求 大 的 顶端 落 在 0 点 , 当 合 点 阵 和 
入 射 波 矢 一 定时 ,只 能 画 出 唯一 的 一 个 球 , 称 为 厄 瓦 德 球 ， 十 分 明显 ,如 果 除 了 原 
点 外 ,还 有 一 些 倒 格 点 落 在 球面 上 ,将 存在 一 些 刀 ,满足 劳 厄 方程 :k' -大 = 有 ,也 
就 存在 来 源 于 垂直 于 K, 的 点 阵 面 的 布拉格 反射 . 

一 般 而 言 , 其 他 倒 格 点 落 在 球面 上 的 机 会 很 小 ,因此 能 观察 到 的 布拉格 反射 
也 很 少 . 下 面 的 实验 技术 将 有 助 于 增加 产生 布拉格 反射 的 机 会 

2， 劳 厄 法 

劳 厄 法 采用 非 单 色 (连续 )X 射线 以 固定 的 方向 e， 人 射 到 单 品 样品 上 ,X 射 
线 波长 在 A- 范围 内 , 因为 上 的 大 小 在 一 定 范围 内 连续 变化 ,可 以 作 无 穷 多 


2 2 
厄 瓦 德 球 , 所 以 由 如 = 和 k= 到: 所 构 千 的 厄 瓦 德 球面 之 间 的 区 域内 , 任 


何 一 个 倒 格 点 必定 落 在 某 个 厄 瓦 德 球面 上 ,由 它们 决定 的 布拉格 反射 将 被 观察 
到 , 只 要 波长 间隔 足够 大 ,就 有 足够 多 的 衍射 峰 存在 ,如 图 1. 6.8 所 示 ， 


图 1.6.7 厄 瓦 德 构 用 法 几 1.6.8 劳 厄 方法 的 厄 瓦 德 作 图 
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劳 厄 方法 通常 用 于 一 个 已 知 晶体 结构 的 单 唱 体 的 定向 ,因为 如 果 人 射 X 射 
线 的 方向 位 于 晶体 的 对 称 轴 方 向 ,衍射 班 将 具有 与 品格 相同 的 对 称 性 . 

3. 旋转 晶体 法 

这 种 方法 采用 单 色 X 射线 ,就 是 固定 大 的 大 小 ,通过 旋转 品 体 来 改变 X 射 
线 相对 于 晶体 的 人 射 角 , 相 当 于 改变 上 的 方向 . 

当 品 体 绕 某 轴 施 转 时 ,由 晶体 正点 阵 所 确定 的 倒 点 阵 也 绕 相同 的 轴 作 相 同 
的 旋转 . 由 于 实际 上 的 大 小 和 方向 不 变 , 厄 瓦 德 球 在 空间 是 固定 的 , 但 每 个 倒 
格 点 在 空间 绕 着 转轴 作 圆周 运行 ,只 要 圆周 与 厄 瓦 德 球 相交 ,就 有 倒 格 点 扫 过 
厄 瓦 德 球面 ,布拉格 反射 将 发 生 . 图 1. 6.9 表明 一 个 特别 简单 的 旋转 晶体 法 厄 瓦 
德 构图 几何 ,其 人 射 波 和 撩 上 位 于 一 个 点 阵 平面 内 ,并 且 旋 转轴 垂直 于 该 平面 并 过 
原点 


图 1 6.9 旋转 品 体 法 的 厄 瓦 德 作 图 

图 影 因 表 示人 射流 舌 计 构成 的 龙 瓦 德 球 的 入 面 ,同心 图 表示 一 些 便 格 点 当 晶体 旋转 时 的 归 连 

4 粉末 法 [ 德 拜 - 谢 勒 ( Debye-Scherrer) 法 ] 

这 种 方法 采用 平行 单 色光 (k 固定 ) ,但 样品 为 粉末 或 多 晶 样 品 . 样品 的 晶 粒 
与 原子 尺度 相 比 仍然 足够 大 ,每 个 曲 粒 都 可 以 产生 X 射线 衍射 . 由 于 大 量 晶 粒 
的 曲轴 随机 取向 ,因此 等 价 于 旋转 晶体 法 ,只 是 旋转 轴 可 以 在 所 有 可 能 的 方向 ， 
衍射 花样 是 各 种 取向 单 晶体 衍射 化 样 的 组 合 

在 这 种 情况 下 ,布拉格 反射 由 一 个 固定 的 厄 瓦 德 球 决定 . 当 倒 点 阵 对 于 原点 
以 所 有 可 能 的 角度 旋转 时 ,每 一 个 倒 格 矢 K, 产生 一 个 中 心 在 原点 ,半径 为 
1K | 的 球 , 只 要 | KK, | <2 | 大 | , 它 将 与 厄 瓦 德 球 相 截 ,得 到 一 个 圆 环 ,连接 厄 瓦 
德 球 心 和 圆 环 上 任意 点 的 矢量 ,就 是 衍射 波 矢量 ,因此 ,衍射 束 分 布 在 以 厄 瓦 
德 球 心 为 顶点 , 相 截 圆 环 为 底 的 锥 面 上 ,如 图 1.6. 10(a) 所 示 . 在 一 个 包含 人 射 
波 矢 的 截 平面 内 ,入 射 波 矢 与 衍射 波 矢 夹 角 为 四 ,如 图 1.6.10(b) , 则 有 

K, = 2ksin 由 /2 (1.6.39) 
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图 1.6.10 粉 来 法 的 龙 瓦 德 作 图 
实验 上 , 测 得 角度 四 , 便 知道 所 有 小 于 2k 的 合格 矢 的 长 度 ,因此 给 出 一 些 晶体 宏 
观 对 称 性 和 晶体 结构 的 信息 . 
在 本 节 中 ,我 们 只 讨论 了 晶体 X 射线 街 射 的 基本 几何 理论 , 称 为 晶体 和 身 
的 运动 学 理论 , 在 简单 的 讨论 中 ,刚性 而 格 的 假定 忽略 了 必 格 的 热 振动 效应 。 实 
验 结果 表明 , 当 温度 升 高 时 ,布拉格 反射 的 强度 减 级, 但 反射 谱 线 的 角 宽 度 不 变 


实际 F ,即使 在 室温 下 ,原子 将 进行 大 幅度 的 无 规 热 运动 ,原子 问 豚 时 最 近邻 间 
距 可 相差 10 %. 在 这 种 情况 下 ,还 能 得 到 明锐 的 X 射线 反射 ,实在 出 人 意外 . 关 
于 这 一 点 德 拜 曾 给 出 一 个 阐明 ( 见 本 章 习题 ) 另外 ,弹性 散射 的 假设 也 是 一 种 
近似 , 在 非 弹性 散射 中 ,X 射线 光子 导致 点 阵 振 动 的 激发 或 退 激发 ,光子 将 改变 
方向 和 动量 ,因此 在 劳 厄 方程 所 决定 的 方向 上 , 街 册 强度 将 有 所 损失 ,在 这 些 方 
向 损失 的 强度 作为 漫 散射 家 景 而 出 现 。 

晶体 衍射 的 运动 学 理论 忽略 了 -. 业 复杂 情况 . 当 X 射线 通过 一 个 相对 厚 的 
样品 时 ,相继 原子 而 的 衍射 束 将 与 人 射 东 相互 作用 ,衍射 波 与 人 射 波 的 混合 将 导 
致 一 些 复杂 效应 ,例如 初级 消光 和 Pendellisung 效应 等 . 这 些 效应 可 用 X 射线 动 
力学 理论 去 阐明 . 考虑 到 入射 束 和 衍射 东 的 相互 作用 ,将 引起 X 射线 的 速度 色 
艇 ,特别 在 接近 相 王 衍射 条 件 (布拉格 条 件 ) 时 ,这 一 效应 特别 明显 ,关于 这 一 点 
将 在 第 四 章 简单 说 明 , 在 那里 虽然 我 们 主要 讨论 电子 德 布 罗 意 波 在 周期 结构 中 
的 传播 问题 ,但 电磁 波 在 周期 结构 中 传播 时 ,有 许多 共同 的 特征 . 

本 节 的 所 有 结论 ,同样 适用 于 电子 衍射 和 中 子 衍 财 , 因 为 从 本 质 上 讲 ,高 束 
电子 东 和 中 子 束 也 是 一 种 波 . 特别 是 中 子 具有 自 旅 ,因此 中 子 衍射 特别 实用 于 去 
检测 材料 的 磁 结 构 - 


81.7 准 晶体 
到 目前 为 让 ,我们 已 经 讨论 了 理想 品 体 的 结构 . 理想 的 点 休 结 构 可 以 用 一 种 
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初 基 元 胞 在 三 维 空间 周期 性 重复 得 到 . 这 种 设 定 必 然 导 致 长 程 平移 对 称 性 ( 周 
期 性 ) 和 取向 序 . 同时 ,因为 周期 结构 有 一 个 周期 性 的 倒 点 阵 与 之 对 应 ,必然 产 
生 明 锐 的 周期 性 的 衍射 斑 . 

但 是 ,如 果 用 多 于 一 种 类 型 的 元 胞 代替 一 种 元 胞 进行 堆积 ,是 否 可 能 填 满 整 
个 空间 ? 图 1.7.1 表示 用 胖 和 瘦 两 种 菱形 可 以 填 满 
图 . 瘦 蓉 形 具有 9( =36*) 和 49 两 种 内 角 , 胖 菱形 具有 20 和 39 两 种 内 角 . 因为 
109 =360", 所 以 用 它们 可 以 填 满 二 维 空间 , 虽然 这 种 拼图 没有 平移 对 称 性 ,但 
它 保留 了 长 程 取向 序 , 并 且 具 有 5 次 旋转 对 称 性 , 你 可 能 要 问 :具有 类 似 结构 的 
物 态 是 否 能 在 自然 界 出 现 ? 

1984 年 ,D. Shechtman 在 快速 冷却 的 Al Mn 合金 中 发 现 了 一 种 具有 二 十 面 
体 点 群 对 称 的 物质 新 相 , 明 锐 的 电子 衍射 班 具有 5 次 对 称 性 . 之 后 ,这 一 现象 又 
在 许多 其 他 复杂 合金 中 被 观察 到 , 电子 衍射 班 的 对 称 性 直接 反映 了 倒 点 阵 的 对 
称 性 ,但 平移 对 称 与 5 次 对 称 不 相 容 ,因此 这 一 发 现在 晶体 学 乃至 凝聚 态 物 理学 
界 产生 了 很 大 的 震动 . 受到 Penrose 拼图 游戏 的 启发 ,人 们 相信 这 种 结构 只 不 过 
是 一 种 三 维 空间 的 Penrose 拼接 ,虽然 这 种 结构 是 完全 有 序 的 ,但 没有 平移 对 称 
性 ,因此 可 以 具有 平移 对 称 性 所 不 允许 的 宏观 对 称 性 ,并 把 这 种 介 于 晶 态 和 非 蝇 
态 之 间 的 物质 新 相称 为 准 晶 态 . 

为 了 并 清 问题 的 本 质 ,我 们 再 回 到 
图 1.7.1 所 示 的 Penrose 拼图 , 如 果 用 5 
条 特殊 的 直线 分 别 切割 胖 和 瘦 的 疡 形 ， 
如 图 1.7.2(a) 所 示 , 那 么 Penrose 拼图 
1.7.1 变 为 图 1.7.2(b). 可 以 清楚 地 看 
到 ,5 组 平行 直线 将 二 维 空间 分 割 成 网 
格 ,5 条 直线 相互 之 间 的 夹 角 为 72°, 因 
此 具有 5 次 旋转 对 称 性 . 舅 外 ,还 可 以 发 
现 ,任何 一 组 平行 直线 ,以 长 间距 L 和 短 
间距 5, 按照 Fibonacei 序列 LSLLSLSL… 图 1.7.1 一 个 由 肿 和 首 现 种 六 形 构成 的 
排列 ,并 且 革 = = 上 5, 子 i 

， S=T= 2 , 即 为 黄金 中 《注意 局 部 的 5 次 对 称 性 ) 
值 . 这 些 直 线 的 交点 构成 一 个 二 维 准 周期 点 阵 , 称 为 Ammann 准 周期 点 阵 

重要 的 问题 是 ,这 种 准 周期 点 阵 为 什么 可 以 产生 明锐 的 衍射 更? 劳 厄 定理 
告诉 我 们 一 组 倒 格 矢 确定 可 能 的 X 射线 (电子 或 中 子 ) 衍射 . 因此 ,如 果 准 周期 
点 阵 具有 明确 的 倒 点 阵 ,那么 必然 有 明锐 的 衍射 班 ,为 了 简单 起 见 , 下 面 我 们 将 
以 一 维 准 周期 (Fibonacei) 点 阵 为 例 ,来 说 明 这 个 问题 
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图 1.7.2 Ammann 点 隆 


一 、 一 次 准 周期 (Fibonacci) 点 位 


假定 有 一 个 由 元 素 4.S 构成 的 集合 ,定义 映射 (或 选 代 规则 )7, 使 TL = 1S， 
, 令 C,= TL, 则 有 


(1.7.1) 


如 打分 别 赋予 元 案 LS 具有 长 度 上 和 5, 且 4/5 = r ,那么 ,当选 代 无 限 进行 
下 去 ,limC, 定义 了 标准 的 一 维 Fibonacei 


国 1.7.3 一 维 Fibonacei 点 阵 


Fibonacei 点 阵 有 下 列 重要 性 质 : 


(1) Fibonacei 点 阵 是 完全 有 序 的 ,因为 任何 -个 结 点 的 位 置 可 由 迭代 规则 
准确 确定 . 


(2) Fibonaeei 点 阵 没有 平移 对 称 性 ,但 是 具有 自 相似 性 ,也 就 是 将 尺度 变 
化 后 ,其 序列 不 变 . 例如 ,将 尺度 膨胀 , 取 LS TAN ,或 取 Les5',LSesL', 那 
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么 LS' 仍 然 按 Fibonacei 序列 排 布 . 
(3) 如 果 令 C, 中 ,出 现 的 个 数 为 1,,5 出 现 的 个 数 为 151,, 那 么 
中 { = 7. 即 在 一 个 无 限 大 的 Fibonacei 点 阵 中 ,长 , 短 间距 出 现 的 个 数 之 比 


精确 地 等 于 黄金 中 值 . 
证 明 ; 定义 Fibonacei 数列 || :0,1,1,2,3,5,… ,一 般 地 ,有 
er n>2 (1.7.2) 


由 式 (1.7.1) 可 见 ， 


其 中 反复 应 用 了 式 (1.7.2) ,而 连 分 式 就 是 黄金 中 值 + . 
二 、 投 影 理 论 及 其 语 射 请 


1985 年 Elser 提出 ,一 个 低 维 准 周期 点 阵 可 以 看 成 某 高 维 同 期 点 
空间 的 投影 , 例如 ,一 维 Fibonacei 点 阵 可 以 由 一 个 二 维 正 方 点 阵 向 
影 得 到 。 

图 1.7.4 表示 了 如 何 由 二 维 正方 点 阵 投影 得 到 标准 的 Fibona 
单 起 见 , 假 定 二 维 正方 点 阵 的 点 降 常数 为 1, 下 一 个 结 点 为 原点 O 
影 轴 吉 ,使 得 吉 与 x* 轴 之 间 的 夹 角 8 满足 cot g = + (黄金 中 值 ). 由 于 r 为 无 理 
数 ,根据 有 理 指数 定理 ,在 投影 册 上 ,除了 原点 外 ,没有 其 他 任何 结 点 , 投影 轴 从 
原点 开始 ,从 两 个 方向 依次 切 制 二 维 剖 格 的 租 线 ,交点 用 "^" 表 
点 下 方 对 应 的 格 点 用 ”。" 表 示 ,向 专 轴 投 影 , 则 在 专 轴 上 得 到 
表示 , 下 面 将 证 明 这 些 点 (包括 原点 ) 将 构成 一 个 标准 的 一 维 Fibonae 

了? 于 日 


几 1.7.4 由 投影 方法 得 到 一 维 Fibonacei 点 陈 
注意 到 投影 届 与 晶 格 垂 线 交点 "^" 的 坐标 可 表示 为 


a (n,ntan 9) 
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其 中 为 整数 . 因此 在 它们 正 下 方 的 投影 点 ” 

机 (n,[ntan 8]) 
其 中 [。 ] 表 示 坡 整 函数 ,也 就 是 每 当 切 割 点 的 坐标 大 于 一 个 点 阵 常数 1 时， 
投影 点 的 y 坐标 就 增加 1, 例如 ,从 原点 向 右 第 一 个 切割 点 的 Y 坐标 lan g<1 ,无 
整数 部 分 ,所 以 第 一 投影 点 的 y 坐标 为 [tan 9] =0; 同 理 ,第 二 个 切割 点 的 y 坐标 
1<2 tan 0<2, 即 投影 点 的 y 坐标 为 [ 2tan 0] = 1, 依 此 类 推 . 将 这 些 格 点 向 专 加 
上 投影 , 则 在 专 轴 上 各 点 的 位 置 为 


b= ncos 0+ [ntan g]sing (1.7.4) 


如 果 取 cos 0= Sieos 9+sin 9 =, 注意 到 tan 0= ,sin 0=sin 0+cos 0 -co0= 
了 上 -S, 则 式 (1.7.4) 可 写 为 


€ = ns+(L-s)[2] (1.7.5) 


可 以 验证 , 当 n 取 所 有 正 , 负 整数 (包括 0) 时 , 式 (1.7.5) 给 出 一 个 标准 的 
Fibonacei 点 阵 ,Fibonacci 点 阵 也 可 以 用 轴 上 点 的 密度 函数 表示 为 


p(€) = DE -6) (1.7.6) 
Fibonacei 点 阵 的 合 点 阵 , 衍 射 谱 可 由 式 (1.7.6) 的 传 里 叶 变 换 得 到 


pl9) = Jplt)eriae = Bae -te mae 


"Eo (1.7.7) 
其 中 ,=nS+ (上 -3)[ 二]. 取 昨 函 数 [ 全] 可 写 为 
国 : 拓 外 rn 


式 中 芋 ] 为 了 的 小 数 部 分 , 它 显然 是 周期 为 1 的 周期 函数 ; 
作 : 小 全 a 
由 式 (1.7.8) ,有 


记 5 二 -3 人 位]=m-C-5)f } (1.7.10) 


7 
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起 中 p=S+ 上 3 将 式 (1.7.10) 代 入 式 (1.7.7) ,有 


p(9) = Bee en 人 人 (1.7.11) 


由 于 人 全 + 引 = 位, 所 以 式 (1 7. 1 ) 求 和 中 的 第 二 项 是 宗 其 全 .周期 为 1 的 周 
期 函数 ,可 以 写成 传 里 叶 级 数 : 


oa = CgJeron (1.7.12) 


式 中 C.(9) 为 et 全 的 伟 里 叶 系 数 , 因此 式 (1.7. 11) 可 写 为 
P(9) = Ee pi (1.7.13) 
由 Poisson 求 和 | 
Ee Ea-n) (1.7.14) 


24 -十 - 
P(g) = 器 Cg)8( 航 -时 

《3 
ECDs -2rtom (nrt m)] 


式 中 应 用 了 8(ar) = 8(*). 


可 见 ,Fibonaeei 点 阵 的 傅 里 叶 变 换 是 倒 空 间 的 一 系列 加 权 的 8 函数 之 和 ， 
其 峰值 位 于 


qun =2m(Ppr) (nr+mm) 
=2rD (nr+m) (1.7.16) 
其 中 ， 


D tp (s+ Les 


=L+(r-1)s 


Lt (1.7.17) 
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推导 中 应 用 等 式 r -1 = 上 ,因为 r 是 二 次 方程 rz-r-1=0 的 解 ,D 称 为 
阵 的 平均 点 阵 常数 ,因为 在 Fibonacei 点 阵 中 $ 出 现 的 次 数 是 工 出 现 


Fibonacciy 
次 数 的 二 

由 式 (1.7.15) 和 式 (1.7.16) 可 见 ,Fibonacei 有 明确 的 倒 点 阵 , 它 由 一 组 倒 
格 矢 矢量 9..( 一 维 情况 可 用 标量 表示 ) 确定， 


pg) = EB C0)a 0) (1.7.18) 
根据 劳 厄 定理 , 当 衍射 矢量 庄 足 
S=k' -k=g,, =27D (nr+m) (1.7.19) 


时 ,有 衍射 极 大 , 由 式 (1.7. 18) 和 式 (1.7. 19) ,我 们 注意 到 ,与 一 维 周期 点 阵 不 
同 ,每 个 倒 格 点 或 衍射 蜂 必须 用 两 个 整数 [n,m] 去 标志 . 这 是 因为 一 维 准 周期 点 
阵 是 由 二 维 周期 点 阵 投影 得 到 , 它 隐 含 了 高 维 空间 的 周期 性 ， 

在 实验 上 要 制备 一 个 一 维 Fibonaeei 准 蝇 是 十 分 困难 的 ,但 利用 薄膜 技术 的 
确 很 容易 将 两 种 不 同 的 材料 按照 Fibonacei 序列 交替 沉积 在 衬 底 上 制备 成 准 周 
期 超 虞 格 材 料 . 

图 1.7.5(a) 表 示 一 个 Ta/Al Fibonacei 超 晶 格 构造 图 ,其 中 长 单元 厚度 上 = 
4.66 nm( 由 上 26 nm Ta+3.4 nm Al 构成) , 短 单元 厚度 5=2,96 nm( 由 1.26 nm 


赂 1.7.5 
《9 一 个 Ta/Al Fibonacei 超 局 格 示意 图 《b) Fibenacei 超 晶 格 的 低 角 X 射线 入射 间 
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Ta +1.7 nm Al 构 成 ) ,平均 点 阵 参数 D=6.489 nm. 图 1.7.5(b) 给 出 了 这 个 样 
品 的 X 射线 低 角 和 射 谱 , 其 衍射 矢量 垂直 于 膜 面 , 所 以 得 到 的 衍射 谱 正好 揭示 
了 生长 方向 上 的 准 周期 性 ,如 图 1. 7. 6 所 示 . 可 见 每 一 个 衍射 峰 必须 用 两 个 指标 


[n,m] 去 标志 , 且 满足 式 (1.7.19). 将 衍射 波 矢 $S =k' -大 用 X 射线 波长 A 和 衍 
射 角 9 表 示 ,可 将 式 1.7.19 写 为 


ing = 2rD (nrt m) (1.7.20) 


用 1.7.6 射线 衍射 几何 


晶体 申 原子 的 聚集 归 根 引 底 是 原子 间 相 互 作用 的 结果 , 本 章 将 讨论 什么 力 使 晶体 中 的 原 
于 维系 在 一 起 ,晶体 的 基 坊 能 量 是 多 少 , 我 们 将 论 及 许多 不 同类 型 的 力 或 键 合 , 诸 如 金属 键 、 
共 价 刍 、 高 子 键 范 秃 瓦 耳 斯 镑 和 煞 键 等 , 不同 的 键 合 导致 抽 聚 矿物 质 结构 形 式 的 莽 别 , 但 是 ， 
抬 终 不 要 襄 记 ,这 种 区 分 仅仅 是 为 了 思考 方便 的 人 为 举措 , 实际 上 , 某 些 晶 休 的 刍 合 往往 具有 
混合 的 特点 或 过 流 的 性 质 , 

而 体 的 内 聚 力 应 全 部 归 因 于 连 从 东 定 记 方 程 的 原子 核 与 核 外 电子 之 间 的 将 电 相互 作用 ， 
磁力 与 万 有 引力 可 以 息 略 不 计 - 

为 了 简单 起 见 , 考 起 两 个 原子 间 咎 此 通过 的 情况 , 乍 看 起 来 , 东 解 这 个 跑 包 括 两 个 原子 核 
又 包括 众多 核 外 电子 的 多 粒子 系统 的 蕉 定 启 方 程 是 一 个 很 轩 难 的 课题, 车 而 由 于 原 于 核 比 电 
千 重 得 多 ,可 以 认为 任 一 量 闻 原子 核 国定 在 啡 时 位 置 上 , 设想 电子 的 波 函 数 是 原子 核 国定 在 
盱 时 位 置 的 本 征 态 . 随 着 原子 核 的 运动 ,这 个 流 硬 数 自身 平江 地 调节 ,以 适应 边界 条 件 的 变 
化 ,但 它 仍然 是 一 个 本 生机 ,边界 条 件 的 这 样 一 种 无 限 缠 慢 的 弓 扰 , 称 为 地 笋 近似 、 

计算 分 两 步 进行 ,首先 ,对 间距 为 的 两 个 因 定 原子 核 计算 名 种 时 电子 的 能 量 E(R) 
然后 根据 绝热 近似 ,假定 这 样 计算 出 来 的 E(R) 就 是 原子 核 也 运动 时 电子 对 系统 总 能 量 的 贡 
献 .于 是 两 个 原子 的 总 能 量 是 


Li 
+ + 
式 中 ,gi NM 和 P、P， 分 别 是 到 个 原子 核 的 电 闪 .质量 和 动量 ,上 式 中 ,前 两 项 是 原子 
核 的 动能 ,第 三 项 是 原子 核 的 大 电势 能 ,而 最 后 一 项 是 电子 的 能 量 于 是 两 个 原子 合 过 时 , 除 
了 核 间 的 库仑 斥 力 外 ,还 受到 一 个 力 ~ 8E(R)VaR 这 个 力主 要 取决 于 价 电子 的 重新 分 布 ,而 
价 电子 的 重新 分 布 又 取决 于 原子 本 身 未 娠 电子 的 能 力 
原 于 本 集 形 成 晶体, 情况 肯 守 更 为 复杂 ,因为 价 电 于 可 能 路 上 一 条 流 基 路 径 ,而 在 整个 
体 申 还 游 , 但 总 的 物理 过 程 是 一 致 的 ， 
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$2.1 原子 的 负电 性 


一 、 原 子 的 电离 能 


基态 原子 失去 一 个 价 电子 所 必需 的 能 基 称 为 原子 的 电离 能 可 用 下 面 的 关 
系 表示 ， 
中 性 原子 -本 本 有, 正 离 子 + ( 一) 
电离 能 的 大 小 衡量 原子 对 价 电子 的 束缚 强 能 , 它 显然 取决 于 原子 的 结构 ,诸如 术 
电荷 原子 半径 及 电子 的 壳 层 结 构 . 因为 一 个 价 电子 除 受到 带 正 电荷 的 原子 核 的 
库仑 吸引 外 ,还 受到 Z -1 个 电子 对 它 的 平均 作用 ,实际 上 2 - 1 个 电子 云 起 屏 
可 原子 核 的 作用 ,这 种 屏 蔗 总 是 部 分 的 ,因此 作用 在 价 电子 上 的 有 效 电荷 在 +。 
-+ Ze 之 间 . 原 了 电离 能 的 大 小 与 它 在 元 素 周期 表 中 的 位 置 密切 相关 , 总 的 直 
势 是 , 沿 周期 表 的 左下 角 至 右上 角 ,电离 能 逐渐 增 大 , 但 是 对 于 具有 复杂 电子 这 
层 的 原子 ,例如 过 流 族 元 素 (d 过 层 不 请 ) 和 各 二 元 素 (f 沉 层 不 满 ) 等 ,电离 能 将 
表现 出 复杂 性 , 所 原子 核 外 只 有 有 一 个 电子 ,电离 能 就 是 它 的 基态 能 量 约 
13,6 eV, 


二 、 原 子 的 来 和 能 


原子 的 亲 和 能 是 一 个 基态 中 性 原子 得 到 一 个 电子 成 为 负离子 所 释放 出 的 能 
基 , 即 


中 性 原子 + ( 一 e) -本 人 全, 负离子 


亲 和 能 的 大 小 衡 基 原子 保 获 外 来 电子 的 能 力 , 在 周期 表 中 ,无论 在 同一 族 或 同一 
周期 中 , 亲 和 能 具有 随 原 子 半径 减 小 而 增 大 的 趋势 


三、 原 呈 的 负电 性 


原子 的 负电 性 是 描述 化 合 物 分 子 中 组 成 原子 吸引 电子 倾向 强 弱 的 物理 重 . 
它 当 然 与 原子 的 电离 能 , 亲 和 能 及 价 态 有 关 . 原子 的 负电 性 也 可 以 大 致 描述 原子 
结合 成 晶体 时 ,其 外 层 价 电子 重新 分 布 的 规律 ,也 是 构成 形式 多 样 的 晶体 结合 类 
型 和 晶体 结构 的 原因 之 ~ 

用 不 同方 法 标定 的 原子 负电 性 具有 不 同 的 竹 纲 ,通常 乘 上 一 定 的 系数 ,使 负 
电 性 值 化 为 基 纲 为 1 的 量 ,并 使 不 同方 法 标定 的 负电 性 数值 相互 接近 . 

Mulliken 综合 原子 的 电离 能 和 亲 和 能 ,建议 用 


子 ( 电 离 能 + 亲 和 能 ) 
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作为 原子 电 负 性 的 量度 . 当 电 离 能 与 亲 和 能 以 电子 伏 (eV ) 为 单位 时 ,选取 大 。= 
(3.15 eV) ,使 Li 的 负电 性 为 1. 表 2.1.1 列 出 一 些 元 素 的 负电 性 
表 2.1.1 一 些 元 素 的 负电 性 


1A A mB NB VB VB 
un |e UE N 0 F 

1.0 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 
Ne | Me A TF Ss TT 
0.9 1.2 15 | 18 | 2.1 3.0 
K Ga 号 Ge As Br 
0.8 10_ 15 | 18 2.0 2.8 
[mn 加 加 hn Ey 1 

0.8 10 13 1.8 19 2.5 


$2.2 晶体 结合 的 类 型 


一 、 金 属 结合 


周期 表 中 最 左 端的 IA 谢 元 案 Li,Na、K .Rb .Cs 具有 最 低 的 电 负 性 ,它们 的 
晶体 是 最 典型 的 金属 ,其 结合 称 为 金属 结合 或 金属 键 . 1B 族 的 贵金属 4 这 层 的 
影响 比 1A 族 复 杂 , 过 渡 金 属 4 沉 层 未 满 , 问 题 更 复杂 . 
负电 性 很 小 的 元 素 结合 成 大体 时 , 价 电子 倾向 于 公有 化 ,使 之 在 整个 晶体 中 
游荡 ,电子 退 局 域 其 动能 将 减 小 ,这 个 量子 效应 是 金属 内 聚 力 的 主要 来 源 . 可 以 
用 一 个 简单 模型 来 说 明 这 .效应 . 假设 原子 可 以 看 成 方形 势 阱 中 的 电子 ,把 5 个 
这 样 的 原子 排 成 一 列 ,如 图 2 2. 1(a) 所 示 , 原 子 的 基态 能 量 从 无 穷 深 势 阱 底部 
算 起 是 如 /8ma’. 如果 使 这 些 原子 相互 接触 ,就 可 以 得 到 一 个 宽度 为 Sa 均匀 势 
阱 中 电子 气 构成 的 一 维 金属 晶体 , 图 2. 2. 1(b) 示 出 5 个 最 低能 量 状态 的 电子 波 
函数 ,可 以 看 出 ,其 中 第 5 能 坊 具有 和 单个 原子 基态 相同 的 波长 ,因而 具有 相同 
的 能 量 , 考虑 到 每 个 能 级 上 可 容纳 两 个 自 旋 相 反 的 电子 ,可 以 算出 形成 晶体 后 ， 
基态 时 每 个 电子 平均 能 量 降低 ， 
和 a 1 
8 «nr ~ sh 1 ) 
可 是 在 真实 金属 中 ,电子 - 离子 实 之 间 的 吸引 以 及 电子 -电子 和 离子 - 离 
子 之 间 的 静电 排斥 贡献 也 具有 同样 的 重要 性 . 由 于 金属 晶体 中 价 电子 公有 化 ,可 
以 抽象 出 一 个 既 简 单 又 基本 符合 真实 情况 的 金属 模型 , 即 温 泡 在 负电 子 云 中 , 带 
正 电荷 的 离子 实 系统 . 电子 退 局 域 本 身 使 系统 的 动能 降低 ,而 电子 云 与 正 离子 之 
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中 | 
和 
加 4 
S 1 
z En 
四 四 


图 2.2.1 无 限 深 势 阱 中 波 函数 及 能 级 示意 图 
(9) 势 轩 宽 为 = 的 基 志 波 函 数 ,能 锅 = /Bma? 
《b) 势 险 宽 为 Sa 的 5 个 波 函 数 ,能 组 BE。= me 人 /8m(Sa) 


间 的 库仑 吸引 使 原子 聚合 起 来 . 显然 晶体 的 体积 越 小 ,电子 云 的 密度 越 大 ,库仑 
互 作用 越 低 . 但 是 体积 越 小 ,电子 云 密度 增 大 ,系统 的 费 米 能 , 即 系统 的 动能 将 增 
加 ,表现 出 排斥 相互 作用 , 同时 正 离子 之 间 的 排斥 也 将 增 大 . 于 是 金属 结合 首先 
是 一 种 体积 效应 ,而 对 原子 的 排列 没有 特殊 要 求 , 很 多 金属 都 采取 面 心 立方 或 六 
角 密 堆 结构 ,其 配 位 数 为 12, 体 心 立 方 结构 也 是 一 种 比较 普遍 的 金属 结构 ,其 配 
位 数 为 8. 

金属 的 基本 特性 ,如 高 导电 性 ,高 导热 性 ,大 的 延展 性 ( 范 性 ) ,金属 光泽 ,者 
和 金属 结合 的 电子 公有 化 密切 相关 ， 


二 、 具 价 结合 


负电 性 较 强 的 元 素 , 例 如 周期 表 中 了 A 族 到 WA 族 元 素 ,结合 成 晶体 时 ,多 
采用 共 价 结合 
1 共 价 键 
当中 性 原子 依靠 共 价 电子 结合 时 ,必须 从 每 个 原子 中 取 一 个 电子 成 键 , 现 在 
考虑 两 个 氧 原子 结合 成 加 分 子 的 最 简单 例子 . 咯 去 电子 自 施 和 自 施 - 轨道 相互 
作用 , 海 特 勒 (E. Heitler) 和 伦敦 (F. London) 近 似 求解 氢 分 子 的 基态 能 量 . 他 们 
把 两 个 所 原子 的 基态 波 丽 数 在 满足 反对 称 要 求 下 ,构成 近似 的 氨 分 子 波 函 数 , 它 
可 以 有 下 列 两 种 形式 : 
Te MA (2.2.2) 
ea (2.2.3) 
其 中 el ve 为 归 一 化 常数 , 角 标 a.6 分 别 表示 原子 a.b, 角 标 1.2 分 别 表示 电子 
1.2 wx 和 xs 分 别 是 体系 反对 称 和 对 称 自 旋 波 函 数 . 根据 泡 利 原理 , 凡 费 米子 系 
统 的 总 的 波 函 数 必定 是 反对 称 的 ,因此 反对 称 的 自 旋 波 丽 数 对 应 于 对 称 的 轨道 
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波 函 数 ,对 称 的 自 旋 波 函数 对 应 于 反对 称 的 轨道 波 函数 ,如 图 2.2.2 所 示 . $1 为 
单 态 ,D1 为 三 重 态 . 由 


fo Hoar (2.2.4) 
. . 
3 py 
四 必 
. 。 
@ 自用 反 平行 
gm 
四 


[9] 


图 2.2.2 
《4) 两 个 饭 立 原子 的 波 函 数 《hb) 成 键 波 函 数 罗 (6) 反 成 键 波 函数 四 

可 计算 单 态 和 三 重 态 的 能 量 ,它们 可 以 简单 地 表示 为 

EaKR+J 4 

{ (0.3 5 人 

BE =K-J 

-18| En 

其 中 ,K 表示 两 个 原子 之 间 的 库 仓 相互 作 本 a 
用 能 ,而 /为 交换 能 . 对 于 所 分 子 情况 ,J < 本 
0, 因 此 单 态 能 量 低 , 氨 分 子 基态 正 是 采用 Ey ny 


这 个 状态 图 2.2.3 表示 已 随 原子 间距 R,。 二 访 交 光大 4 的 和 
的 变化 曲线 ,可 以 看 到 ,对 于 三 重 态 E， 随 图 2 2. 3 氧 分 对 能 量 对 RR 的 关系 
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R. 增 加 单调 减 小 ,E， 对 应 于 原子 间 相 互 排斥 ,因而 不 能 构成 稳定 分 子 , 称 为 反 
成 键 态 . 而 对 于 单 态 ,5, 在 Rs/as = 1. 518 处 有 一 极 小 值 ,对 应 两 原子 组 成 分 子 
后 相互 吸引 , 称 为 成 键 态 . 

单 态 能 量 低 是 由 于 在 两 个 核 之 间 的 低 势 区 | B, | * 大 ,两 个 自 旋 反 平行 的 电子 
处 于 此 地 的 概率 大 ,而 在 此 区 域 | Y di | * 小 ,电子 的 动能 小 . 于 是 根据 泡 利 原理 ， 
自 旋 取 向 的 不 同 ,决定 了 电子 空间 分 布 的 不 同 ,从 而 影响 了 库仑 静电 作用 , 因此 共 
价 结合 从 实质 上 来 说 仍然 是 库仑 静电 作用 ,不 过 是 一 种 量子 效应 . 我 们 把 为 两 个 原 
子 共有 的 自 旋 反 平行 的 一 对 电子 的 结构 称 为 共 价 键 , 对 氧 分 子 常 记 为 H :日 . 

因为 电子 配对 是 共 价 刍 的 基本 特征 ,因此 一 般 地 说 一 个 原子 形成 共 价 刍 的 
数目 取决 于 这 个 原子 这 层 未 填 满 的 价 电子 数 , 称 为 共 价 键 的 他 和 性 另 一 方面 ， 
共 价 键 的 强 遇 决定 于 形成 共 价 键 的 两 个 电子 轨道 相互 交 生 的 程度 ,因此 一 个 原 
子 总 是 在 电子 波 函 数 最 大 的 方向 成 键 , 例如 p 电子 成 键 ,由 于 p 电子 波 函 数 成 哑 
铃 状 ,通常 在 对 称 轨道 方向 成 键 , 称 为 共 价 键 的 方向 性 

2. sp? 杂 化 

金刚 石 是 碳 原子 依靠 共 价 键 结合 的 晶体 , 碳 原 子 的 基态 电子 组 态 是 
19?2w2P', 主 量子 数 n = 2 的 价 电子 党 层 有 4 个 电子 ,其 中 ， 次 这 层 的 两 个 电子 
自 旋 反 平行 ,已 曙 和 ,p 沉 层 可 容纳 6 个 电子 ,因此 尚 缺 四 个 电子 . 况 是 ， 
金刚 石 中 的 每 个 碳 原子 与 4 个 近邻 以 共 价 键 结合 . 这 表明 金刚 石 中 共 价 键 不 是 
以 上 述 碳 原子 基态 为 基础 的 , 1931 年 泡 令 (Pauling) 和 斯 莱特 (Slater) 提 出 sp’ 杂 
化 轨道 的 思想 ,由 于 碳 的 2s 和 2p 轨道 能 量 很 接近 ,一 个 2s 电子 会 被 激发 到 2p 
态 ,这 样 就 有 4 个 未 配对 的 电子 ;pa ,pa py, ,gaw, 然后 ,由 这 四 个 波 函 数 重新 
组 成 四 个 规 一 化 的 波 函 数 : 


1 
用 


1 
二 (oo + py, ~ Py, -on) 


ep 


(2.2.6) 


学 
四 


1 
Zp ~ pap, + Pr, -por) 


1 
We = TP Py, ~ Pn, + Po) 


这 样 将 原来 ps ,pn, ,par .py 轨道 上 的 四 个 电子 分 别 放 在 沿 四 面体 项 角 方向 的 
四 个 状态 加 ,风帆 、W。 上 ,都 是 未 配对 的 ,可 形成 四 个 共 价 键 , 键 角 约 为 
109"28 ,如 图 2.2.4 所 示 . 碳 原子 由 sp” 杂 化 轨道 共 价 结合 构成 金刚 石 结构 . 当 
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然 ,sp’ 杂 化 是 激发 态 ,能 量 比 碳 原 子 的 基态 高 约 4 eV ,也 就 是 轨道 杂 化 需要 一 
定 的 能 量 . 但 是 形成 共 价 键 时 ,能 量 将 降低 约 7.6 eV ,足以 补偿 轨道 杂 化 的 
能 量 . 

共 价 键 的 饱和 性 和 方向 性 对 共 价 结合 晶体 和 
的 结构 有 严格 的 要 求 . 例如 , 除 金刚 石 外 ,Si、Ge 
等 W 族 元 索 都 是 共 价 晶 体 ,采用 四 面体 金刚 石 结 
构 , 共 价 键 是 一 种 强 键 ,也 就 是 成 键 的 电子 很 难 
被 激发 而 游离 ,因此 共 价 晶体 多 是 绝缘 体 或 半 导 
体 . 例如 金刚 石 是 最 典型 的 绝缘 体 且 硬 度 极 高 ， 
而 Si\Ge 则 是 典型 的 半导体 . 

3. 极 性 共 价 键 

当 两 个 相同 的 原子 之 间 形成 共 价 键 时 ,由 于 图 2.24 碳 诛 隆 的 wp! 杂 化 轨道 
对 称 性 的 要 求 , 参 与 成 键 的 电子 对 等 分 配 , 由 此 
得 到 的 双 原 子 分 子 没有 电 偶 极 矩 , 但 是 , 当 两 个 电 负 性 不 同 的 原子 结合 时 ,不 再 
有 这 样 的 对 称 性 要 求 ,电子 对 将 靠近 负电 性 大 的 原子 一 侧 , 分 子 显示 电 偶 极 矩 ， 
称 为 极 性 共 价 键 .例如 C 与 四 个 H 原 子 共 价 结合 形成 甲 烧 , 田 于 碳 的 负电 性 较 
大 ,电子 对 将 靠近 C 原子 一 侧 ,构成 极 性 共 价 键 


三 、 离 子 结合 


当 丙 个 负电 性 相差 很 大 的 元 案 ,例如 A 族 的 碱 金属 元 素 Li、Na .kK,Rb、Cs 
和 WA 族 的 协 族 元 素 了 ,CI.BrT 结合 时 ,成 键 电子 全 部 或 大 部 从 一 种 原子 迁移 
到 另 一 种 原子 上 ,形成 正 、 负 离子 .这 种 依靠 正 、\ 负 离子 间 库 仑 吸引 的 结合 称 为 离 
子 键 , 现在 ,我 们 已 经 注意 到 从 共 价 键 经 极 性 共 价 刍 向 离子 键 的 过 渡 有 些 结合 
很 难 严 格 区 分 它 是 共 价 健 还 是 离子 键 . 表 2. 2. 1 给 出 卤化 毛 的 电 偶 极 矩 测量 值 
与 完全 离子 键 的 理论 值 之 比 , 由 表 中 可 以 看 由 ,从 大 约 一 半 是 离子 键 的 HF 到 几 
乎 是 纯 共 价 键 的 HI 是 逐渐 变化 的 氧 不 能 形成 完全 的 离子 键 ,这 是 因为 氨 的 宰 
质子 必须 多 少 汉人 负 亢 子 的 电子 云 才能 得 到 静电 平衡 状态 . 最 强 的 离子 键 是 在 
碱 金属 和 亢 族 元 素 之 间 形 成 ,这 是 由 于 每 个 离子 都 具有 惰性 气体 的 电子 组 态 . 实 
际 上 ,一 般 经 常 发 生 的 多 是 居间 情况 

表 勾 221 南 化 所 的 电 偶 极 短 的 测量 值 与 完全 调子 键 理论 值 之 比 
HF 0.43 


和 


Hcl om 
HBr on 


HI 0.05 
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由 于 正 ,负离子 具有 稳定 的 闭合 壳 层 ,可 以 认为 正 \ 负 离子 之 间 的 吸引 是 经 
典 的 库仑 吸引 . 当 满 壳 层 的 离子 相互 接近 到 电子 云 明显 渗 人 的 情况 ,由 于 泡 利 原 
理 产生 排斥 ,这 显然 是 量子 效应 吸引 和 排斥 的 竟 争 决定 了 平衡 时 离子 间距 , 与 
共 价 键 的 结构 相 比 ,离子 键 没 有 饱和 性 ,也 没有 方向 性 . 为 了 使 库仑 能 最 低 ,离子 
晶体 要 求 正 ,负离子 相间 排列 ,多 采用 NaCl 或 CsC1 结构 

金属 键 可 看 作 是 离子 键 的 极限 情况 ,不 过 这 时 负离子 就 是 电子 . 它们 的 关键 
差别 在 于 电子 质量 非常 小 ,这 意味 着 电子 的 零点 运动 能 很 大 ,以 致 不 能 被 局 限 在 
格 点 位 置 上 . 因而 ,金属 的 结构 是 以 正 离子 的 堆积 方式 来 确定 ,电子 恰似 一 种 带 
负电 的 胶体 


四 、 范 德 瓦 半 斯 ( van der Waals) 结合 


上 面 讲述 的 金属 键 , 共 价 键 和 离子 键 都 是 很 强 的 键 ,它们 的 结合 能 大 致 相当 
于 平均 每 个 原子 儿 个 电子 估量 级 . 除 此 以 外 , 当 具 有 满 光 层 电子 结构 的 惰性 气体 
原子 或 价 电子 已 用 于 成 键 的 中 性 分 子 结合 成 品 体 时 ,电子 结构 基本 保持 不 变 , 原 
子 和 分 子 之 间 存 在 着 一 些 弱 得 多 的 相互 作用 . 范 德 蕊 耳 斯 很 早 就 认为 这 种 力 是 
造成 实际 气体 偏离 理想 气体 行为 的 原因 ,所 以 称 为 范 德 瓦 本 斯 力 

具有 球形 对 称 的 饱和 电子 结构 的 原子 之 间 照 理 不 存在 相互 作用 ,但 是 由 于 
电子 的 零点 运动 可 以 造成 瞬时 电 偶 极 矩 ,这 个 电 倘 极 子 又 可 以 在 近邻 原子 中 感 
生 电 偶 极 矩 , 于 是 两 个 偶 极 子 之 间 将 产生 动力 学 上 的 相互 关联 ,图 2.2.5(a)、 
《b) 分 别 表示 两 个 惰性 气体 原子 之 间 相互 关联 的 感 生 电 偶 极 矩 的 两 种 典型 朋 时 
状态 . (a) 表示 山 个 平行 的 电 倘 极 答 ,其 库仑 势 为 负 , 表 现 为 吸引 互 作 用 ,(b) 表 
示 两 个 反 平行 的 电 偶 极 矩 ,其 库仑 势 为 正 ,表现 为 排 尺 互 作用 , 根据 重子 力学 的 
变 分 原理 ,伦敦 首先 求解 了 这 个 量子 力学 问题 ,得 到 在 这 个 系统 的 生子 运动 中 ， 
从 统计 意义 上 讲 出 现 (a) 的 概率 略 大 于 (b) 的 概率 ,因此 吸引 占 优势 , 这 种 吸引 
力 就 是 范 德 瓦 耳 斯 力 


闭 2. 2.5 两 个 居 性 气体 原子 间 的 瞬时 电 偶 极 答 


为 了 简单 起 见 ,用 一 个 简化 的 模型 来 讨论 这 个 问题 . 考虑 两 个 相距 为 的 
全 同 线性 谐振 子 ,每 个 振子 具有 电荷 +e, 相 距 zx 和 zx:, 当 xi x 变化 时 , 电 侦 极 
矩 随 之 变化 ,如 图 2.2.6 所 示 . 当 两 个 振子 没有 相互 关联 时 ,系统 的 哈密 顿 量 是 
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Te TL 
a st +p + Ce 六 
Ho = mp + TC + mh + FO [ ) 


OMIANO = OWO 
| 
图 2.2.6 两 个 全 同 谐振 子 的 配置 


其 中 m 为 电子 质量 ,p, ,P; 表示 电子 动量 ,C 为 力 常数 . 未 桐 合 时 ,两 个 谐振 子 具 
有 相同 的 振动 频率 


= (C/m)'” (2.2.8) 
当 两 个 振子 相互 栅 合 时 ,它们 的 库仑 相互 作用 势 为 
e 四 G 全 
WE Bd 
由 于 | 加 |， | 为 | < 有 ,将 其 展开 至 二 次 项 有 
Hh ~ (2.2.10) 
系统 总 的 哈密 顿 是 
H=H, +H, (2.2,11) 
这 是 一 个 二 次 雹 的 哈密 顿 基 , 引信 简 正 坐 标 
+) p= Ep tp) 
全 (2.2.12) 
[i 在 外 #3) 梧 吕 -Pa) 
使 哈密 顿 对 角 化 
用 = Ee + 二 (3 3 )s + [a + (C+)s 3] (2.2.13) 


本 和 人 下 妈 相 下 ,不 扣 全 扣 寺 居 计 当 后 ,它们 的 振动 频率 是 

-es 莉 / 由 es 并 区 )- 芍 
(2.2.14) 

系统 的 零点 振动 能 最 是 二 i( +w,). 考虑 相互 作用 后 系统 的 能 基 降 低 


y(R) = 1 一 
AE(R) = Th(w, + 0.) 2. Fh, = - hoo (| = ~ A/R' 


(2.2.15) 
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这 是 一 种 吸引 相互 作用 , 它 与 两 个 振子 之 间距 离 R 的 6 次 方 成 反比 . 这 个 模型 
虽然 简单 ,但 与 伦敦 详细 的 计算 结果 是 一 致 的 . 从 式 (2. 2. 15) 还 可 以 看 到 , 当 刻 
一 0 时 ,AE-0, 在 这 种 意义 上 , 范 德 瓦 耳 斯 互 作用 是 一 种 量子 效应 

范 德 瓦 耳 斯 键 是 由 于 相 邻 原子 或 分 子 中 的 瞬时 电 偶 极 矩 借 助 于 静电 场 而 相 
互 关联 的 ,这 种 关联 产生 一 个 平均 的 净 吸引 力 . 这 个 力 类 似 于 金属 键 , 既 没有 方 
向 性 ,也 没有 侈 和 性 . 所 以 惰性 原子 晶体 的 结构 类 似 于 金属 ,多 采用 密 堆积 方式 ， 
除了 He .He' 外 ,全 部 是 fee 结构 . 此 外 ,有 机 分 子 结晶 时 ,也 是 采用 密 堆积 方 
式 . 同时 由 于 范 德 瓦 耳 斯 键 是 一 种 弱 键 ,通常 只 有 在 极 低 的 温度 下 ,才能 得 到 全 
部 由 范 德 瓦 耳 斯 键 结合 的 晶体 


王 、 基 键 


为 了 叙述 完整 起 见 , 值 得 一 提 的 另 一 种 弱 键 是 氢 键 , 虽然 氧 键 在 大 多 数 传统 
的 固体 材料 中 , 较 少 出 现 .但 在 诸如 冰 和 很 多 有 机 分 子 材料 中 起 重要 的 作用 . 

氧 原子 属于 1A 族 元 素 , 但 是 核 外 只 有 一 个 电子 ,电离 能 很 大 ,比较 难 形成 
纯粹 的 离子 键 . 在 一 定 条 件 下 , 氧 原子 可 以 同时 与 两 个 负电 性 很 大 ,而 原子 半径 
较 小 的 原子 (例如 0、F\N) 相 结合 形成 氧 键 . 


图 2.2.7 冰 中 水 分 于 的 排列 


一 个 典型 的 例子 是 水 . 氧 的 价 电子 组 态 是 25"2p', 它 可 以 构成 四 个 sp 杂 化 
轨道 其 中 两 个 同 所 原子 形成 共 价 键 , 由 于 氧 的 负电 性 较 大 , 它 是 极 性 共 价 键 . 在 
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极端 情况 下 ,成 键 后 所 原子 裸露 出 带 正 电 的 氨 核 . 另外 两 个 杂 化 轨道 被 氧 原子 的 
电子 双重 占据 . 于 是 氧 的 6 个 价 电子 ,有 两 个 用 于 成 键 ,余下 四 个 处 于 “备用 " 轨 
道 ,因此 ,水 分 子 的 形状 有 点 像 正 四 面体 ,两 个 氢 原子 所 占据 的 正四 面体 顶 角 带 
正 电 ,另外 两 个 顶 角 带 负电 .这样 , 一 个 分 子 的 正 顶 角 和 另 一 个 分 子 的 负 顶 角 , 通 
过 电 偶 极 矩 静电 吸引 构成 气 键 , 它 是 一 种 呈 弱 部 子 性 的 键 合 , 键 能 约 为 0. 1 eV 
的 量 级 , 水 分 子 由 氢 键 缔 合 成 液态 水 或 固态 冰 . 图 2.2.7 表示 冰 中 水 分 子 的 排 
列 ,可 以 清楚 地 看 到 ,每 个 氧 原子 四 周 有 两 个 短 的 共 价 键 ( 强 键 ) 和 两 个 长 的 氢 
键 ( 弱 键 ) 

因为 氢 键 是 由 棵 露 的 质子 与 其 他 原子 构成 , 质 对 的 尺寸 很 小 ,因此 ,只 容许 
与 两 个 近邻 原子 成 键 , 当 第 三 个 原子 要 与 它 结合 时 ,就 会 受到 由 于 电子 云 重生 产 
生 的 排斥 作用 . 在 这 种 意义 下 , 氧 键 具有 他 和 性 ， 

其 他 包含 氧 键 结合 的 例子 有 :DNA 分 子 的 螺旋 构 形 , 它 是 由 同一 长 链 分 子 
的 不 同 部 分 之 间 的 氧 刍 形 成 的 ; 某 些 有 机 化 合 物 例如 醇 、 着 酸 、 酰 胺 的 结合 过 程 
中 , 氨 键 也 起 决定 作用 ; 铁 电 蝇 休克 酸 二 氧 钾 中 亦 具 有 氢 刍 结合 . 


出、 混合 刍 


上 面 我 们 讨论 了 金属 刍 ` 共 价 键 离子 键 ` 范 德 瓦 耳 斯 刍 和 氢 键 五 种 基本 的 
键 合 . 但 是 ,许多 分 子 或 晶体 的 键 合 不 单纯 属于 上 述 五 
种 之 一 ,而 是 综合 性 的 . 

人 金刚石 的 同 案 异 构 休 石器 就 是 一 个 典型 的 例子 . 金 
刚 石和 石墨 都 是 全 碳 易 体 ,金刚 石 结构 受 四 面体 sp 杂 
化 键 的 支配 .对 于 碳 来 说 ,虽然 sp 杂 化 常常 碰 到 ,但 是 
碳 也 可 以 形成 少 于 四 个 键 . 例如 ,s 态 可 以 与 p,、p, 组 
合 ,构成 在 * ~y 平面 内 三 个 等 价 的 \ 归 一 化 的 s。 -下 杂 化 四 ?8 sp 杂 化 轨 提 
轨道 波 丽 数 : 


pip) 


全 
加 = 让 Ve + Vips, po) (2.2.16) 
办 = 语 Cie。 -Vim -wy) 


这 三 个 杂 化 轨道 指向 三 角形 的 三 个 顶 角 , 如 图 2.2.8 所 示 . 这 个 对 称 性 较 低 的 态 

称 为 sp? 杂 化 轨道 ,轨道 之 间 夹 角 为 120°, 这 时 p, 态 保持 不 变 , 垂 直 于 纸 面 . 
许多 碳 原子 依靠 sp 杂 化 轨道 共 价 结合 ,排列 成 平面 六 角 网 状 结构 ,构成 一 

个 巨大 的 分 子 . 在 这 一 层 内 ,每 个 原子 多 余 的 P, 电子 ,形成 金属 键 . 层 与 层 之 间 
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依靠 范 德 瓦 耳 斯 键 ,结合 成 三 维 石墨 晶体 ,如 图 2. 2.9 所 示 , 因此 ,石墨 像 一 种 二 
维 金属 , 仅 在 这 些 层 的 平面 内 具有 良好 的 导电 性 . 由 于 石墨 结构 的 层 间 结 合 很 
弱 , 因 而 易于 理解 ,使 石 时 具有 润滑 性 

另 一 个 有 趣 的 例子 是 ,近年 来 发 现 的 Cw 分 子 和 由 它 构成 的 固体 . 1985 年 激 
光 藻 发 实验 表明 ,60 个 碳 原子 由 共 价 结合 可 以 构成 一 种 高 稳定 的 团 簇 结构 60 
个 碳 原子 形成 一 个 封闭 的 笼 状 分 子 . 它 由 20 个 准 六 边 形 ( 类 似 于 莱 环 ) 和 12 个 
五 边 形 构成 ,形状 酷似 一 个 足球 ,直径 约 0.7 nm , 称 为 布 基 球 ,如 图 2. 2. 10 所 
示 , 在 一 个 Cw 分 子 中 ,存在 着 两 种 不 同 的 C - C 键 . 五 边 形 由 碳 原子 的 sp? 杂 化 
轨道 共 价 键 组 合 而 成 , 五 边 形 的 键 角 108" 非 常 接近 理想 的 sp 杂 化 轨道 的 夹 角 
109°28'. 而 六 边 形 涉 及 部 分 sp* 杂 化 轨道 , 两 个 六 边 形 的 共 楼 是 由 碳 原子 间 的 
sp: 和 sp’ 杂 化 轨道 形成 的 双 键 , 键 长 约 0. 14 am, 区 间 电 子 浓度 稍 大 . 五 边 形 和 
六 边 形 共 校 仅 为 sp” 杂 化 轨道 形成 的 单 键 , 键 长 约 为 0.145 nm ,区间 电子 浓度 稍 
小 .这 样 看 来 ,似乎 每 个 碳 原子 的 四 个 价 电 子 都 被 用 于 成 键 . 但 是 仔细 分 析 发 现 ， 
不 像 石 思 和 人 金刚石 ,这 里 涉及 的 都 不 是 理想 的 sp” 和 sp’ 键 合 . 例如 五 边 形 中 键 
角 与 轨道 夹 角 存在 差异 ,六 边 形 中 存在 长 , 短 键 ,并 不 是 正六 边 形 . 因此 在 球 内 、 
球 外 皆 围 绕 部 分 电子 构成 的 下 电子 云 ， 


间 2.2.9 石 遇 结构 的 平面 示意 图 图 2 2.10 Cw 分 于 结构 示意 图 
基本 单元 是 一 层 硬 原子 彼此 共 价 
结合 成 六 角 网 状 结构 ,虚线 表示 下 一 层 的 位 置 


Cw 分 子 之 间 主 要 通过 范 德 瓦 耳 斯 键 结合 , 密 堆 形 成 固态 晶体 . 这 是 除 金刚 
石和 右 墨 之 外 ,固体 碳 的 第 三 种 存在 形态 .可 是 从 对 称 性 考虑 ,Cu 分 子 具 有 二 十 
面体 点 对 称 性 ,五 边 形 中 心 是 五 次 对 称 轴 , 它 与 晶体 的 平移 对 称 性 不 相 容 . 然而 
如 果 Cu 分 子 在 格 位 上 进行 热 无 序 转动 或 取向 统计 无 序 分 布 ,使 Cw 分 子 本 身 的 
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表 观 对 称 性 上 升 为 球 对 称 ,就 可 以 形成 晶 态 Cw 固体 . 实际 上 , 当 温 度 高 于 260 K 
时 ,Co 晶体 具有 面 心 立方 结构 ,260 K 以 下 ,转变 为 简单 立方 结构 

近 几 年 来 ,人 们 还 制备 了 所 谓 的 碳 纳米 管 (或 称 为 布 基 管 ). 碳 纳米 管 的 结构 
像 一 个 六 角形 网 眼 的 铁丝 网 卷 成 的 空心 管 . 它 很 容易 让 人 联想 到 这 种 小 管 好 像 是 
由 sp: 杂 化 轨道 形成 的 单 层 石墨 卷曲 形成 的 ,如 图 2.2. 11 所 示 . 这 种 管 非常 细 , 直 
径 可 小 于 0.5 nm, 而 长 度 可 达 其 直径 的 数 千 倍 . 碳 纳米 管 是 理想 的 一 维 导体 ,有 了 
这 种 纳米 管 ,今后 制造 计算 机 及 其 电子 器 件 用 的 电路 板 会 比 目 前 的 更 小 , 另外 纳米 
管 还 有 一 个 很 明显 而 又 十 分 有 用 的 特点 , 即 其 比 表面 (单位 质量 物质 的 表面 积 ) 特 
别 大 ,1 8 碳 纳米 管 的 表面 积 竟 可 达到 数 百 平方 米 之 巨 , 这 自然 是 其 多 孔 构造 所 提 
供 的 ,表面积 大 ,可 以 吸附 大 量 气体 ,这 使 碳 纳米 管 找 到 了 最 重要 的 应 用 一 一 贮存 
氢气 , 除 此 而 外 , 碳 纳米 管 还 有 许多 新 奇 的 物性 和 潜在 的 应 用 背景 . 


图 2.2.11 页 纳米 管 


82.3 结 合 能 


前 面 一 节 中 ,我 们 定性 地 对 结合 的 类 型 进行 了 一 般 的 讨论 , 我 们 知道 要 严格 
地 从 菲 定 请 方程 出 发 解决 晶体 的 结合 问题 是 相当 困难 的 . 例如 ,关于 金属 结合 
和 品格 常数 的 详细 计算 ,可 以 追溯 到 20 世纪 30 年 代 的 W -S 元 胞 法 和 近年 来 
发 展 的 局 域 密 度 泛 函 理论 . 这 些 方法 已 超越 了 本 书 的 范围 . 但 是 ,物理 学 中 有 另 
一 种 解决 问题 的 途径 ,就 是 采用 实验 和 理论 相 结合 的 唯 象 方法 . 


一 、 内 能 男 数 与 结合 能 


1， 内 能 函数 与 结合 能 
原子 凝聚 成 晶体 后 ,系统 的 能 重 将 降低 , 因为 只 有 在 晶体 的 总 能 量 低 于 原子 
或 分 子 处 于 自由 状况 下 的 总 能 量 时 ,晶体 才能 是 稳定 的 . 定义 原子 结合 成 晶体 后 
释放 的 能 量 中 为 结合 能 . 晶体 的 内 能 以 是 系统 的 总 能 量 , 即 动能 与 势能 之 和 . 如 
果 把 分 散 原子 的 总 能 量 作为 能 量 的 零点 , 则 有 
U=0-W=-W (2.3.1) 
晶体 的 内 能 总 可 以 写 为 吸引 势能 与 排斥 势能 之 和 : 


U = 吸引 势能 + 排斥 势能 
排斥 能 本 质 上 表现 为 系统 的 动能 , 它 总 是 一 Un 
种 短程 相互 作用 , 且 为 正 量 ;吸引 势能 是 长 程 相 互 
作用 ,为 负 量 . 只 有 这 样 ,总 的 内 能 函数 曲线 才 有 
极 小 点 , 它 对 应 于 晶体 的 平衡 体积 名 ,如 图 2. 3. 1 
所 示 


2， 内 能 函数 与 宏观 可 测 物理 量 ,晶体 的 平衡 
体积 % 和 体积 弹性 模 量 < 的 关系 
热力 学 第 一 定律 表述 为 


dU = 7ds -pdy (2.3.3) 用 2.3.1 骨 体 内 能 
零 温 时 函数 示意 图 

dU =-pdy 《2.3.4) 一 短程 排 太 能 ;4 一 长 程 吸引 势 ， 
由 于 外 压强 通常 很 小 ,p =0, 决 定 了 晶体 的 平衡 体 一 总 的 内 莹 轴 做 


积 , 即 
(2.3.5) 


式 (2,3.5) 将 晶体 的 内 能 两 数 与 晶体 的 平衡 体积 ,或 平衡 点 阵 常数 ao 联系 起 
来. 晶体 的 体积 弹性 模 量 定义 为 


x=-V 遇 (2.3.6) 


由 式 (2.3.4) 得 到 
dv 
dp 
体积 弹性 模 量 是 晶体 侦 强 性 的 一 种 量度 或 产生 给 定 的 形变 所 需 能 基 的 二 度 . 体 
积 弹性 模 址 愈 高 ,晶体 偶 强 性 愈 大 . 式 (2. 3.7) 提 供 了 另 一 独立 的 表征 内 能 函数 
与 晶体 宏观 性 质 的 关系 ， 

下 面 我 们 将 以 离子 晶体 和 情 性 气体 的 卓 体 为 例 ,来 说 明 品 体 结合 的 唯 象 
理论 . 


二 、 离 子 遇 体 的 结合 能 


1 静电 吸引 势 

离子 晶体 由 具 于 闭合 电子 沉 层 的 正 .负离子 相间 排列 组 成 . 离子 键 由 电荷 异 
号 的 离子 间 静 电 库仑 相互 作用 产生 . 以 NaCl 晶体 为 例 , 设 原点 处 为 一 正 离子 , 正 
负离子 间距 为 ". 任 一 离子 与 原点 的 距离 为 


(PF nr + mr) 


n=V (2.3.7) 


(2.3.8) 
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其 中 ,nn 为 整数 当 m + m +m = 偶数 时 ,对 应 正 离子 , 当 n,+n,+n= 奇 
数 时 ,对 应 于 负离子 . 因为 经 典 库仑 作用 是 长 程 互 作用 ,因此 一 个 正 离子 的 平均 
库仑 能 为 


LS, -Dm 
2 M+ + 


三 ' 表 示 求 和 不 包括 mw = n， ,于 是 由 于 每 一 项 能 量 为 两 个 商 子 共有 ， 


( -0D””" 正 好 照顾 到 正 负离子 电荷 的 差别 , 对 于 负离子 的 平均 库仑 能 ,将 。 
一 -不 影响 结果 , 因此 ,一 对 正 负离子 (或 一 个 元 胸 ) 的 平均 库仑 能 为 
起 2 (2.3.10) 


(2.3.9) 


其 中 a=- 史 ' 二 5 称 为 马 德 阵 (F, Madelung) 常数 . 它 完全 取决 


于 晶体 结构 ,是 一 个 址 纲 为 上 的 基 , 由 于 求 和 总 是 负数 ,所 以 a 是 正 数 , 例如 ,对 
于 NaCl,CsCl 和 ZnS 结构 ,a 分 别 为 1.7476、1,7627、1.638 1. 式 (2.3.10) 就 是 
离子 晶体 平均 每 一 个 元 胞 所 具有 的 长 程 库仑 吸引 势 , 它 与 " 的 一 次 方 成 反比 , 称 
为 马 德 降 能 ， 

2 重 登 排斥 能 

离子 晶体 的 排斥 能 起 因 于 满 沉 层 离子 之 间 电 子 云 的 交 看 , 它 将 导致 电子 向 
高 能 态 激 发 , 重 痊 排斥 能 显然 是 一 种 量子 效应 . 由 于 重 玲 排斥 基 短 程 互 作用 , 它 
总 可 以 写成 随 离子 间距 陡 巍 讲 减 的 函数 b/r" ,其 中 5b 和 为 待 求 量 . 对 于 NaCl 
结构 ,只 考虑 最 近邻 离子 电子 云 的 重生 ,每 个 离子 周 轩 有 6 个 近邻 . 因此 ,一 对 离 


了 (或 一 个 元 胞 ) 的 平均 排 太 能 为 8 (2.3.11) 
3. 离 于 晶体 的 结合 能 
设 晶体 具有 N 个 元 胞 , 则 晶体 的 内 能 函数 
5 A[- 呈 + 多 = 人-4+3] (2.3.12) 


r 


其 中 ,4=ae' ,8=6b. 由 式 (2.3.5) ,注意 到 对 于 NaCl 结构 Y =2Ar (27 为 元 胞 
体积 ) ,dV =6Nr*dr, 得 到 


Ed . pad 到 人 
其 中 m 为 平衡 时 离子 间距 , 由 此 得 到 
旦 a Er (2.3.14) 


再 由 式 (2.3.7) ,有 
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Ul _ 1 d 
侣 BN dr 
因此 ,测量 出 晶体 的 体积 弹性 模 量 k 和 平衡 时 的 品格 常数 m, 由 式 (2.3. 14) 和 
式 (2.3.15) 可 以 确定 ”和 上 一 般 的 离子 晶体 ”在 8 ~10 之 间 . 品 体 的 结合 能 
We=- Un) = 内 | Eh 


re] 


= (n -1)ae /18r (2.3.15) 


(2.3.16) 
-2 
由 式 (2.3. 16) 可 见 ,离子 晶 体 的 结合 能 主要 来 自 库仑 静电 能 ,排斥 能 只 占 1/n， 
正光】 而 根据 式 (2.3. 15) 可 知 ,体积 弹性 模 量 的 贡献 主要 来 源 于 排斥 能 ,n 越 
大 ,« 越 大 ， 
4. NaCl 结构 马 德 隆 常数 的 计算 
马 德 隆 常数 定义 为 


Br 


pr 
对 NaCl 结构 , 取 一 个 正 离子 为 参考 点 , 当 m,ns wn 三 个 整数 中 一 个 取 #1, 其 他 
两 个 到 为 0 时 ,代表 6 个 最 近邻 ,用 (100) 表示 , 同 理 (110) 代 表 12 个 次 近邻 , 随 
着 间距 的 增 大 ,依次 为 (111)8 个 离子 ,(200)6 个 离子 ,(210)24 个 离子 ,(211) 
24 个 离子 ……, 于 是 得 到 
这 1 1 1 去 
a=6xl1 12x 麻 +8x 广 6 4 + 
=6 -8.48 +4.26 -3.00 + 10.73 -9.8 + 

可 见 ,a 是 一 交 莽 级 数 , 实 际 上 它 是 不 收敛 的 ,因此 很 难 算出 a 的 数值. 这 是 由 于 
库仑 长 程 作用 的 结果 

埃 佛 琴 (H, M. Evjen) 等 人 发 展 了 一 种 快速 收敛 的 计算 方法 . 他 的 思想 是 将 
晶体 划分 成 一 系列 中 性 单元 ,每 个 单元 既 没 有 纯 电 荷 也 没有 侦 极 子 . 这 样 当 计算 
参考 离子 所 在 单元 与 其 他 单元 间 的 库仑 作用 时 ,各 个 单元 的 贡献 随 着 归 离 的 增 
加 而 迅速 守 碱 所 以 往往 只 需 在 少数 几 个 中 性 单元 中 求 a, 就 可 得 到 相当 准确 的 
a 值 . 

对 于 NaCl 结构 , 取 其 单 胞 为 中 性 单元 .每 个 单 胸中 平均 只 有 8 个 离子 . 除 单 
胞 中 心 的 离子 外 ,在 面 中 心 的 离子 只 有 1/2 是 属于 此 单 胞 ,这 种 离子 有 6 个 ;在 
校 边 上 的 离子 只 有 1/4 是 属于 此 单 胞 ,这 类 离子 有 12 个 ;在 顶 角 上 的 离子 只 有 
1/8 属于 此 单 胞 ,这 类 离子 有 8 个 . 因此 单 胞 中 的 电荷 为 。- 3e + 3e -。=0, 愉 为 
一 中 性 单元 . 同样 可 以 证 明 该 中 性 单元 的 偶 极 子 为 0, 作 为 一 级 近似 , 仅 在 此 中 
1 12 1 8 


性 单元 内 计算 马 德 询 常 数 w=6x 2 一- 厅 Dr 
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如 果 认 为 精确 度 不 够 ,将 立方 体 扩大 8 倍 , 即 在 8 个 中 性 单元 中 求 a. 注意 
此 时 ,位 于 (100)(110)(111 ) 的 离子 全 在 立方 体内 ;而 (200)(210)(211) 离子 在 
A 
1 1 这 
=6- xX 一 3 12x 一 -12x 一 
a =6-12 吝 +8x 友 - x 让 + X < 
1 人 
x -6 = 
6 硕 x 万 + -证 
更 精确 we= 1.747 558 ,可 见 收敛 很 快 ， 
对 离子 晶体 结合 能 的 进一步 精确 计算 ,应 当 应 用 量子 力学 方法 , 计 及 范 德 瓦 


耳 斯 力 ( 感 生 偶 极 矩 ) ,四 极 矩 及 晶体 的 零点 振动 能 
王 、 情 性 气体 晶体 的 结合 能 


惰性 气体 原子 依靠 范 德 瓦 耳 斯 键 结 合成 晶体 , 原子 间 的 吸引 势 由 式 
《2.2.15) 给 出 , 它 与 两 个 原子 的 间距 及 的 六 次 方 成 反比 , 当 原 子 间距 足够 近 时 ， 
电子 云 的 交合 导致 泡 利 排斥 势 的 出 现 , 当 两 个 具有 闭合 帝 层 的 原子 电荷 交 司 时 ， 
B 原子 的 电子 倾向 于 部 分 占据 A 原子 的 某 些 态 ,后 者 本 来 已 为 A 原子 的 电子 所 
占据 ;A 原子 对 B 原子 态 也 有 同样 的 倾向 , 泡 利 原理 阻止 多 重 占据 . 因此 ,电子 去 
的 交合 必须 伴随 部 分 电子 激发 到 原子 未 被 占据 的 高 能 态 ,使 系统 的 总 能 最 增加 ， 
对 相互 作用 给 出 排斥 性 贡献 , 这 里 不 准备 从 基本 原理 出 发 来 计算 排斥 相互 作用 ， 
只 是 给 出 一 个 8/R" 形 式 的 经 验 排斥 势 . 将 它 与 吸引 势 结合 ,给 出 间距 为 R 的 两 
个 原子 总 的 经 验 势 : 

4 
5 


UR) =- 紊 + 闽 (2.3.17) 
其 中 ,4、B 基 两 个 待定 参数 . 通常 令 4eo* =4,4sa" =8, 上 式 可 写 为 
oo -4 ( 轩 -( 基 | Ga 


式 (2.3. 18) 称 为 勒 纳 - 琼斯 (Lenard-Jones) 势 ,s 表示 势能 的 强度 ,e 表示 相互 
作用 力 的 力 程 . 图 2.3.2 表示 两 个 情 性 气体 原子 的 勒 纳 - 琼斯 势 , 曲线 的 极 小 值 
出 现在 RAg =2%~1.12 处 ,0 的 极 小 值 为 -e, 在 极 小 值 的 左边 曲线 十 分 陡峭 ， 
而 极 小 值 右边 曲线 十 分 平坦 

如 果 晶 体 包含 N 个 原子 ,总 的 内 能 


v= 3N(4e) [5 (2.3.19) 


(A 
其 中 PR 表示 参考 原子 i 同 其 他 任 一 原子 /之 间 的 号 训 . 式 中 因子 172 是 因为 每 


顶 相互 作用 势 为 一 对 原子 所 共有 求 和 画 “ 六 是 只 与 结构 有 关 的 参数 .对 于 而 
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加 


UP 


as 


0704 06 08 10 1314 


Ro 


则 2.3.2 勒 纳 一 琼斯 势 
心 立方 结构 有 
bo = 12.131 88， 了 “Pi = 14.453 92 (2.3.20) 


与 郊 子 晶体 情况 相 比较 ,由 纳 ~ 下 斯 势 是 短程 相互 作用 执 ， 因此 ,最 近邻 贡献 惰 
性 气体 晶体 的 大 部 分 相互 作用 能 ,上 面 两 个 级 数 收敛 很 快 . 对 于 面 心 立方 结构 ， 
仅 取 12 个 近邻 求 和 ,其 值 与 准确 值 相 差不多 . 六 角 密 积 结构 相应 的 求 和 数值 为 
12. 132 29 和 14. 454 89， 
根据 系统 的 总 内 能 Wu 作为 最 近邻 间距 R 的 函数 取 极 小 值 的 要 求 , 可 以 得 
出 平衡 品格 参数 R,: 
du 


du -= -2well2x1213925- 4.45 上 2.3.21 
ra al X16x1 全 入 (2.3.21) 
由 此 得 
RB 
二 = 1.09 (2.3.22) 
o 


对 于 所 有 具有 面 心 立方 结构 的 元 素 , 它 是 一 个 普 适 常数 , 但 是 ,不 同 的 元 素 R,/o 
的 实验 值 略 有 差别 : 
Ne Ar Kr xe 
外 
2114 1 11000%9 
四 
可 见 元 素 越 重 , 与 式 (2. 3. 22) 符合 得 越 好 . 
将 式 (2.3.20) 和 式 (2,3.22) 代 入 式 (2.3.19), 便 得 到 在 绝对 零度 和 零 扑 
下 , 情 性 气体 品 体 的 基态 能 基 和 结合 


W= -UCR) =-2Ne[12. ne - 14.45[E)] 
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=2.15(4Ne) (2.3.23) 
对 于 所 有 惰性 气体 都 有 相同 的 结果 , 式 中 。 可 由 体积 弹性 模 重 的 实验 值得 到 
EI o 


而 og 由 实验 测 出 平衡 品格 参数 Re 由 式 (2. 3. 22) 确定. 

情 性 气体 晶体 的 结合 是 依靠 范 德 瓦 耳 斯 键 ,原子 问 相互 作用 很 弱 , 因 此 原子 
的 零点 振动 显得 很 重要 . 如 果 计 算 中 包括 零点 振动 能 贡献 的 节 子 力学 修正 , 它 将 
使 Ne、Ar,Kr 和 Xe 的 结合 能 由 式 (2.3.23) 所 示 值 分 别 降低 28% ,10% ,6% 和 


4% 与 外 的 变化 情况 一 样 , 原 子 越 重 ,修正 越 小 ,因为 原子 越 重 零点 振动 越 小 . 
根据 量子 力学 中 的 "不 确定 关系 " ,原子 的 坐标 与 动量 不 能 同时 精确 确定 . 
如 果 华 标的 不 确定 度 Ax = 0. 3 nm ,那么 动量 的 不 确定 度 Ap ~ 万 =0. 35 x 
10 J， s/m, 零 点 振动 能 为 (Ap)*/2m, 反 比 于 原子 的 质量 m. He 是 最 轻 的 惰性 
“2.8x102 小 相当 于 2 K 温度 .因此 ,零点 振动 对 于 He 表现 得 特 


别 重 要 , 汐 点 振动 能 大 于 原子 间 的 范 德 瓦 耳 斯 能 ,导致 品格 不 稳定 , 多 年 来 ,人 们 
尝试 在 接近 绝对 零度 的 条 件 下 ,将 液 氮 因 化 ,结果 都 失败 了 ,只 有 外 加 20 多 个 大 
气压 力 , 才 能 得 到 固态 氨 , 能 斯 特 ( Nernst) 把 ”只 能 接近 ,而 不 能 达到 绝对 零度 ” 
表述 为 热力 学 第 三 定律 ,近年 来 ,实验 室 达到 的 最 低温 度 已 非常 接近 绝对 零度 
1980 年 达到 0. 1 mk ,1983 年 达到 0. 03 mk ,2003 年 已 达到 10-" K, 字 宙 的 背景 
温度 大 约 为 2 17 K, 因此 ,人 们 已 在 实验 室 中 制造 出 未 曾 在 字 宙 其 他 地 方 发 现 
过 的 唯一 极端 条 件 


第 三 章 
晶 格 动力 学 和 晶体 的 热学 性 质 


在 前 面 的 一 章 申 ,我 们 讨论 了 晶体 的 结合 类 型 和 结合 能 ， 当 晶体 中 原子 之 间 的 距离 大 时 ， 
原子 间 会 出 现 菜 种 形式 的 引力 , 当 原子 之 间 的 距离 较 小 时 ,由 于 泡 利 不 相 容 原理 引起 的 电子 
去 的 太 力 驶 会 迅速 起 作用 ,这些 相 反 的 作用 力 之 间 的 平衡 决定 着 平衡 时 原 于 间距 ,形成 晶体 
基态 的 构 形 , 其 结合 能 就 是 系统 的 基态 能 量 。 

实际 上 ,在 任何 有 限 温度 下 (或 受到 某 种 境外 场 的 激发 ) ,晶体 中 的 原子 都 在 平衡 位 置 附 
近 作 微 振动 ,也 就 是 吹 体 处 于 激发 态 , 基态 和 激发 态 的 性 质 决 定 了 它 的 宏观 物性 , 从 前 体 申 原 
也 的 振动 出 发 去 讨论 昌 体 的 宏观 物性 ， 常 称 为 晶 格 动力 学 

晶 格 动力 学 的 研究 是 从 讨论 晶体 热学 性 质 开始 的 , 热 运 动 在 宏观 性 质 上 最 直接 的 表现 就 
是 比热容 , 早 在 19 世纪 ,根据 经 典 统计 理论 的 能 量 均 分 定律 ,把 比热容 与 原子 振动 联系 起 来， 
说 明了 杜 仁 - 丙 蒂 ( Dulong-petit) 经 验 规律, 但 经 典 理论 不 涉及 原子 的 振动 频率 ,任何 晶体 的 
比热容 只 决定 于 系统 的 自由 度 而 与 温度 无 关 ,因此 不 能 解释 在 低温 下 ,比热容 随 温度 下 降 而 
减 小 的 实验 事实 ,1907 年 , 爱 因 斯 坦 ( A. Einstein) 把 晶体 中 的 原子 看 成 一 些 具有 相同 频率 of 
并 能 在 空间 自由 拆 动 的 独立 拍子 . 根据 普 衣 克 (M, Planek) 的 量子 假设 ,每 个 拍子 的 能 量 以 
fw 为 单位 量子 化 ,得到 了 -0K 时 ,比热容 赵 于 0 的 结论 , 爱 因 粘 坦 开创 了 因 体 比热容 量子 理 
论 的 先河 , 员 然 如 此 ,由 于 爱 因 斯 坦 理论 是 建立 笑 一 个 过 于 简单 的 唱 体 模型 上 的 ,所 以 超过 业 
一 温度 范围 , 它 对 任何 材料 都 不 能 给 出 正确 的 结果 , 1913 年 玻 思 (M, Born) 和 卡门 (Von Kar 
man) 在 他 们 发 表 的 “关于 比热容 理论 "的 论文 中 ,考虑 到 一 个 比较 真实 的 周期 性 唱 格 模型 , 提 
出 一 个 这 样 的 系统 的 运动 不 易 用 个 别 原 子 的 振动 去 描述 ,而 最 容易 用 具有 一 定 流失 、 频 率 和 
偏振 的 行 波 来 表 示 ， 称 为 系统 的 简 正 模 , 每 个 波 的 能 量 与 具有 相同 频率 的 谐振 子 一 样 是 量子 
化 的 ,与 晶体 相 联 系 的 流 的 频率 不 是 单一 频率 ,而 是 具有 一 定 的 频率 分 布 , 这 个 频率 分 布 按 复 
条 的 规律 依 粳 于 原子 间 的 相互 作用 .实际 上 ,在 1912 年 德 则 (P. Debye) 以 同一 题目 发 表 的 论 
文中 提出 了 一 个 理论 , 它 把 简 正 楼 看 作 似乎 是 在 一 个 连续 的 、 各 向 同性 的 介质 中 的 波 ,而 不 是 
集中 在 一 些 分 立 格 点 上 振动 的 波 , 原则 上 说 它 比 玻 因 - 卡门 理论 精确 度 上 要 稍 差 一 些 ,但 由 
于 伟大 理论 简单 ,实际 上 却 更 加 成 功 . 

晶 格 动力 学 的 意义 不 限于 热学 性 质 . 固体 物理 的 各 个 分 支 ,例如 晶体 的 光学 性 质 、 介 电 性 
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质 \ 电 学 性 质 以 及 电子 ,光子 和 晶体 相互 作用 的 微观 过 程 等 都 可 以 应 用 晶 格 动力 学 理论 对 它 
们 做 比较 统一 的 论述 , 玻 轧 和 黄 昆 在 1954 年 出 版 的 ( 唱 格 动力 学 一 书 ,至 今 仍然 是 这 门 学 科 
的 权威 著作 ， 


$3.1 简 正 模 和 格 波 


本 节 将 从 晶体 的 内 豆 性 质 , 即 原子 之 间 的 相互 作用 出 发 ,在 简谱 近似 下 去 讨 
论 唱 格 的 本 征 振动 , 即 简 正 模 ,并 利用 晶 格 的 周期 性 证 明 晶 体 中 的 一 个 简 正 模 对 
应 一 个 振幅 调制 的 平面 波 , 称 为 格 波 , 晶体 中 ,与 原子 振动 相关 的 任意 激发 ,只 是 
这 些 本 征 振动 的 线性 珠 加 . 


一 、 灿 要 动 理论 一 一 简 正 模 


设 唱 体 中 包含 尺 个 原子 ,有 3N 个 自由 度 , 对 应 3N 个 位 移 矢 量 分 量 u(i = 


1,2,，…,3N) , 它 表示 原子 对 平衡 位 置 的 偏离 , 引 人 约 化 坐标 9, = Ym, 其 中 mm, 
为 u, 对 应 原子 的 质量 , 系统 的 哈密 顿 量 可 写 为 


HT + Vg ,ga gm) 
-wo 区， (11 


1 aV 

ep 也 (aagjo9 + 高 次 项 
式 中 了 为 动能 项 ,Y 为 势能 项 ,并 在 平衡 位 置 附近 将 势能 项 展开 , 如 果 取 平衡 位 
置 势 能 Y(0) =0 ,考虑 到 在 平衡 位 置 势 场 的 一 阶 导数 为 0, 在 简 谐 近似 下 , 略 去 
势能 展开 式 中 的 高 次 项 ,仅仅 保留 二 次 项 ,得 到 

Le (3.1.2) 
这 是 一 个 二 次 型 的 哈密 让 ,其 中 As = 让 - 称 为 力 常数. 

由 系统 的 拉 格 朗 日 函数 了 = 了 7- ,得 到 与 9 共 印 的 动量 : 


= (3.1.3) 


理由 正则 方程 = - 2 ,得 到 3N 个 可 全 的 拔 动 方程 : 


+ Ag =0, 123N (3.1.4) 
可 见 ,直接 用 个 别 原子 的 坐标 去 描述 系统 的 状态 是 十 分 困难 的 ,因为 要 求解 3V 
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个 耦合 方程 , 下 面 将 看 到 ,由 于 妞 是 二 次 型 的 ,可 以 通过 正 交 变 换 , 引 人 简 正 坐 
标 ,使 问题 简化 . 
通过 引入 位 移 矢量 ,系统 的 哈密 顿 量 , 式 (3. 1.2) 可 用 下 列 简化 形式 表示 为 


rr 
H = T+ TA (3.1.5) 


其 中 ， 
CC 
CC (3.1.6) 
A = A) ywow 


这 里 ,9 和 分 别 表示 坐标 和 动量 分 量 的 列 矢量 ,A 是 一 个 对 称 方 矩阵 ,因为 Ay 
= Ah ,其 本 征 值 是 实数 ， 
根据 矩阵 代数 ,一 个 实 对 称 方 阵 ,总 能 找到 一 个 正 交 和 矩阵 4(ou) ,使 
4 AAA= 对 角 方 阵 ww ， 
人 0 


加 = de (3.1.7) 
0 wy 


其 中 wt,w3，,… ,ww 是 方 矩 阵 A 的 本 征 值 , 正 交 姑 阵 4 油 足 4'4 =1, 即 4 = 
4 ,或 者 矩阵 元 素 满足 


人 ， 
器 (3.1.8) 
Tae = 5 
前 者 表示 本 征 模 的 完备 性 ,后 者 表示 本 征 模 的 正 交 性 . 
于 是 引入 正 交 变 换 A(a,) ,有 
4409 = 0'4' = 0°4"! 
| (3.1.9) 


9 = 40,9 = Or = Oh 
其 中 ,0 表示 列 矢量 8 = (0,,0;,…,Qw)" ,元素 0,(j =1,2,…,3NN) 称 简 正 从 


标 .同样 @ =(0,,0,,…,0w) "0, 是 0 对 应 的 共 绕 动量 . 将 式 (3.1.9) 代 入 式 
(3.1.5) ,系统 的 哈密 顿 量变 为 
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= 让 OA “40 +40 AAAQ 
1 ro 
= 0+ Ex 0 
-OowO) 
= + 0) (3.1.10) 


注意 到 P=0,, 由 正则 方程 得 到 
+ oi0, =0, j=1,2,.,3N tu 

由 此 可 见 

1. 在 简 谐 近似 下 ,可 以 通过 引入 简 正 坐 标 ,使 系统 的 哈密 顿 量 对 角 化 ,将 
3N 个 类 合 的 微 振动 方程 变 为 3N 个 独立 的 谐振 子 方程 ,使 间 是 简化. 

2， 每 个 谐振 子 以 特定 的 频率 w 振动, 它 描述 体系 的 集体 振动 (3N 个 4 同 
时 参与 的 振动 ) , 称 为 体系 的 一 个 简 正 模 . 因为 原子 的 位 移 坐 标 9, 与 简 正 坐 标 之 
间 存 在 正 交 变换 关系 式 (3. 1.9) , 当 体系 只 存在 一 个 单 模 振动 0,( 所 有 其 他 0,,， 
=0) 时 ,有 


9 = ia12…m3N (3.1.12) 


可 见 3N 个 9% 都 以 同样 的 频率 w 振动. 

3， 如 式 (3.1.8) 所 示 , 所 有 的 简 正 模 构 成 一 个 正 交 、 完 备 集 , 曲 格 的 任何 所 
动 可 以 表示 为 它们 的 线性 组 合 . 
述 经 典 理论 可 以 直接 过 渡 到 基于 理论 ,只 需 将 P, 和 0, 看 作 量子 力学 中 


的 共 轴 算 符 : 
全 
Dihg (3.1.13) 
得 到 系统 的 巷 定 朝方 程 为 
33 (0 0) = B01 ,011 0) 
(3.1.14) 
由 于 哈 信 顿 数 中 没有 交叉 项 ,可 以 分 离 变 量 ,对 其 中 的 鱼 一 个 简 正 坐 标 ,有 
直 - + et) = oe(0) (3.1.15) 


它 是 一 个 谐振 子 方程 ,其 解 为 
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ea = (n+) 


(3.1.16) 


pl0) = -多 本 
H, 表示 厄 米 多 项 式 ,整个 系统 的 本 征 能 是 和 本 征 波 二 数 为 
pA + 下 各 


ams = He,‘0) 
于 是 只 要 知道 体系 中 原子 之 间 的 相互 作用 ,引入 简 正 坐标 ,就 能 使 问题 简化 . 
二 、 格 波 
简 正 坐标 0, 描写 的 振动 表示 系统 中 每 个 原子 均 以 相同 的 频率 w 振动 , 它 
对 时 间 的 依 帧 关系 为 。“”, 因为 它 是 系统 的 本 征 振动 ,所 以 要 求 振幅 不 依赖 时 
间 , 于 是 一 般 地 ,频率 为 w 的 简 正 模 可 以 写 为 
er) (3.1.18) 
为 了 简单 起 见 ,考虑 简单 而 格 , 每 个 格 位 上 只 有 一 个 原子 ,r= R= Na + bas + 
Da ,al va v9 为 基 矢 . 晶 格 的 平移 对 称 性 将 对 7(r) 强加 某 种 限制 . 设 坐标 原点 
格 位 上 原子 的 振动 可 以 写 为 
hoe 7 /(0) = 4,, (3.1.19) 
趟 中 4 为 该 原子 在 偏振 方向 (= 1,2,3) 振幅 由 于 晶 格 的 平移 对 称 性 ,每 个 格 
点 是 完全 等 同 的 ,因此 每 个 原子 在 相同 偏振 方向 的 振幅 /KR,) 必须 相同 ,但 可 相 
差 一 个 相位 因子 和 A(R,). 如 果 令 
Ka) = ACa AO MAba) = AN Ca)7O) 
la) = A(@Jj(o)， NAbe) = As(a)/0) (3.1.20) 


Ei 


《3.1.17) 


fa) = ACa AAO, 则 He) = As(aD)70) 
得 到 任意 格 位 R 上 原子 的 振动 振幅 : 
AR) = A (od) A a) A (a )(0) (3.1.21) 
这 意味 着 : 
lAla) l=lAla)l=lA(a) l=1 (3.1.22) 
另 一 方面, 由 于 


fa +a) = Ala +a (0) = A(ad)A(a)/0) (3.1.23) 
要 求 
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A(a +@) = A(a)A(a,) (3.1.24) 
根据 式 (3. 1. 22) 和 式 (3. 1. 24) ,可 令 


St (3.1.25) 


将 式 (3, 1.25) 代 和信 式 (3.1.21) 得 到 
CR) = Aspe = 人 (3.1.26) 
由 此 得 到 一 个 类 波 解 : 
mY (3.1.27) 
其 中 4 就 是 通常 意义 下 的 波 矢 ,这 是 晶 格 平移 对 称 性 的 结果 , 由 于 品格 的 不 连续 
性 , 波 的 振幅 只 在 格 位 的 原子 上 定义 , 称 为 格 波 . 
由 此 得 出 结论 :一 个 包括 3N 个 自由 度 的 周期 性 结构 ,存在 3N 个 独立 的 简 
正 模 ,等 价 于 3N 个 独立 的 格 波 


$3, 2 一 维 单 原子 链 振动 


一 、 运 劫 方程 及 其 家 


下 面 考 虑 一 个 最 简单 的 品格 模型 ， 将 上 节 得 到 的 区 结论 具体 化 假定 有 一 
个 一 维 简单 品格 ,每 个 初 基 元 胞 中 只 含有 一 
个 原子 , 质 最 为 M. 平衡 时 相 邻 原子 间距 离 8 
为 a. 原子 沿 链 长 方向 作 纵 振 动 ,偏离 平衡 
位 置 位 移 为 w (m = 0， 二 1， 二 2 二 四 )， 
如 图 3. 2.1 所 示 . 名 
在 简 谐 近 似 下 ,第 n+p 个 原子 位 移 对 用 3.2.1 一 维 单 原 子 链 
第 ”个 原子 的 作用 力 正比 于 它们 的 位 移 差 ,~ w, 则 作用 在 第 ”个 原子 上 的 
总 力 为 


= DB, -u,) (3.2.1) 


它 具 有 胡 克 定律 的 形式 ,和 式 中 p 取 所 有 正 , 负 整 数 ,常数 B, 是 两 个 间隔 为 p 的 
原子 之 间 的 力 常数 ， 
根据 牛顿 力学 ,第 中 个 原子 的 运动 方程 是 


医学 EBlu,, -ua) (3.2.2) 
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如 果 只 考虑 最 近邻 原子 之 间 的 相互 作用 ,在 方程 (3. 3.2) 中 取 p= +1, 简 化 为 


ms = Bun tu — 24), n=0, #1, 42,.., 二 四 (3.2.3) 
5 
其 中 考虑 到 平移 对 称 性 有 有 = 式 (3.2.3) 实 际 上 表示 无 穷 多 个 联 立 郑 


分 微分 方程 , 根据 前 一 节 的 讨论 ,对 其 中 任 一 方程 可 令 格 波 解 


us = he (3.2.4) 


将 它 代 人 运动 方程 (3. 2. 3) 有 


Mozhetmrol = Blow + em -2)Metono 


2 48 ， 
801 cos ga) = hin (#00) 


六 =- sin (oe) 
可 见 与 无关, 表明 无 穷 多 个 联 立方 程 都 归结 为 同一 解 ; 也 就 是 满足 一 定 o 
与 9 关系 的 格 波 解 . 
二 、 闪 波 特性 


1 色散 关系 
式 (3,2.5) 将 频率 w 与 9 联系 起 来 , 称 为 格 波 的 色散 关系 , 格 波 的 群 速 定 
义 为 


于 是 得 到 
(3.2.5) 


= do [Boos 上 
ww ees ze (3.2.6) 


它 是 介质 中 人 能量 传输 的 速度 ,显然 它 依赖 十 波 矢 或 频率 , 由 (3, 2.5) 式 还 可 以 看 
到 ,频谱 w(9) 是 倒 空间 的 周期 函数 : 


(9) = 人 94 = oq + K) (3.2.7) 
其 中 K 表示 倒 格 矢 . 图 3. 2. 2 表示 一 维 单 原子 链 晶 格 振动 的 色散 关系 . 
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由 它 可 以 看 到 , 当 9 = 中 二 Jr 时 ,频率 取 极 大 值 0 


对 应 于 系统 的 最 


大 本 征 频率 , 它 仅仅 取决 于 系统 的 内 豪 性 质 B 和 MM; 当 4g = 2 时 ,频率 取 极 小 值 


wo = 0 


特别 地 ,在 长 波 极限 或 连续 介质 极限 下 , 取 9-0, 色 散 关系 退化 为 


w= Gm (3.2.8) 


恰 像 弹性 波 在 连续 介质 中 传播 一 样 ,其 中 ‘= 表示 声 这 


也 就 是 没有 色散 ， 
2， 一 个 确定 的 9 和 w(9) 确定 系统 的 一 个 简 正 模 . 此 时 任意 两 个 相隔 na 的 
原子 振动 有 确定 的 相位 ， 


它 不 依赖 于 频率 ， 


u 


om (3.2.9) 
四 
它 表示 该 格 波 的 位 形 , 通 常用 a,, = 和 ew(n 包含 所 有 原子 ) 表 示 系统 的 一 个 
简 正 模 
3. 4g 与 9+K, 代表 同一 振动 模 ,9 E 1B8Z。 
因为 


KR) = 
人 ) = w(9) (3.2.10) 


Me em 


所 以 可 以 将 所 有 独立 的 振动 模式 限制 在 一 个 例 格子 元 胞 范围 内 , 为 了 对 称 起 见 ， 
通常 取 在 第 一 布 里 湖区 范围 内 , 三 cae 这 也 是 格 波 与 连续 介质 中 的 波 的 


主要 区 别 之 一 连续 介质 对 波 矢 9 是 没有 限制 的 , 对 于 晶体 ,由 于 平移 对 称 性 破 
缺 , 波 的 振幅 只 在 分 立 格 位 上 定义 ,两 个 波 矢 相差 一 个 倒 格 矢 的 波 ,虽然 波长 不 
一 样 ,但 它们 描述 格 位 上 原子 的 运动 情况 是 完全 相同 的 . 要 描述 一 个 晶 格 常数 为 
4 的 原子 链 的 振动 ,只 要 考虑 波长 大 于 2a 的 那些 波 . 


图 3.2.3 表 孙 9= 芷 E 182,A =4a 和 4g 1+ =4a/5 两 个 波 矢 相差 


一 个 倒 格 矢 的 格 波 ,在 同一 时 刻 的 波形 ,虽然 波形 相差 甚大 ,但 对 于 格 位 原子 来 
说 ,振动 是 完全 等 价 的 . 


应 当 注 意 ,在 布 里 洲 区 边界 处 9 = 下, 解 
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用 3.2.3 两 个 波 矢 相差 一 个 倒 格 矢 的 格 波 等 价 
让 


= A(- De (3.2.11) 
不 代表 行 波 ， Wi 是 下凡 因为 按照 "是 偶数 或 奇数 ,振幅 取 +4 或 -4, 相 邻 
原子 振动 相位 相反 . 它 的 群 速度 为 零 ， 


(3.2.12) 


从 这 个 简单 的 例子 ,我 们 已 经 看 到 周期 结构 中 波 的 传播 的 主要 特点 ;频谱 成 
带 结构 , 一 个 单 原子 链 , 相 当 于 弹性 波 的 低 通 滤波 器 , 它 的 本 征 频 素 必须 限制 在 
0swsw。 范围 之 内 ,不 存在 w > ww 的 本 征 频率 ,这 样 的 波 不 能 在 系统 中 传播 ， 


五 、 坡 四 - 卡 量 (Born-Karman) 边界 条 件 


1， 波 矢 与 波 矢 密度 

在 上 面 的 讨论 中 ,充分 利用 了 晶 格 的 平移 对 称 性 ,原子 链 应 该 是 无 穷 长 的 . 
在 这 样 的 系统 中 ,包含 了 无 穷 多 自由 度 , 它 的 总 能 址 是 发 散 的 , 实际 晶体 总 是 有 
限 的 ,但 是 对 于 一 个 有 限 的 原子 甸 , 上 面 的 解 原则 上 不 适用 ,因为 有 限 原子 链 两 
端 原子 的 振动 方程 与 内 部 原子 不 一 致 ,虽然 只 是 少数 方程 不 同 , 但 由 于 所 有 方程 
必须 联 立 求解 ,使 问题 变 得 复杂 起 来 . 为 了 避免 人 = 要 
这 种 情况 , 玻 恩 - 卡 曼 提出 周期 性 边界 条 件 . 设 3 
想 一 个 包含 N 个 元 胞 的 原子 链 ,将 它 首尾 相连 ， 
构成 一 个 环 , 如 图 3. 2. 4 所 示 . 如 果 N 足够 大 . 

个 沿 着 半径 极 大 的 环 传播 的 波 ,等 价 于 一 个 

在 无 限 长 原子 链 中 传播 的 波 . 这 一 设 定 克服 了 tm 
有 限 与 无 限 的 蔬 盾 ,而 所 忽略 的 仅仅 是 原子 链 网 3.2.4 玻 恩 - 卡 曼 
两 端 少数 原子 与 内 部 原子 振动 的 差别 . 考虑 到 边界 条 件 示意 图 
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圆 的 循环 性 ,必须 强加 一 定 条件 , 即 原子 标 数 增加 入 时 ,振动 必须 复原 ,由 
A Ae moon (3.2.13) 
得 到 
er = 1, gNa = 27h (3.2.14) 
其 中 心 为 整数 , 式 (3. 2. 14) 称 玻 轧 - 卡 曼 边界 条 件 . 
根据 玻 轧 - 卡 最 边界 条 件 , 波 矢 9 取 分 立 值 : 


但 -入 <qe 人 -全 <hs (3.2.15) 


因此 , 波 矢 9 在 第 一 布 里 浏 区 中 均匀 分 布 , 且 只 能 取 N 个 值 . 如 果 定 义 单位 9 空 
间 的 波 矢 数 为 波 矢 密度 ,有 下 面 的 重要 结论 : 
独立 波 矢 数 = N( 元 胞 数 ) 


2， 在 玻 轧 - 卡 轴 条 件 下 ,所 有 的 独立 模式 构成 正 交 、 完 备 集 . 
1 Cy 
n> 
Ls 
wbe° 
证 明 ; 令 9= 22 0 = 2 全 ,网 9 -03 (人 -全 ) =3 开 04 = 人 -作为 台 
数 . 这 样式 (3.2. 16) 中 的 第 一 起 可 写 为 


(3.2.16) 


3.2.17 
全 当 s = -As0 
0， 当 ， = 有- 大头 0 


av 


同 理 可 以 证 明 式 (3. 2. 16) 中 的 第 二 等 式 . 
四 、 简 正 生 标 
前 而 已 经 得 到 晶 格 振动 的 本 征 解 ， 


网 


它 表 示 一 个 波 矢 为 4, 频率 为 w(9) 的 格 波 ( 系 统 的 一 个 简 正 模 ) 所 描述 的 晶 格 中 
原子 的 位 移 ' 而 原子 的 一 般 运动 应 该 是 所 有 格 波 的 从 加 : 
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站 


(3.2.18) 
-2 (De 
其 中 
Q,(0) = VNMAe (3.2.19) 
将 式 (3. 2. 18) 改 写 为 
VWu, 译 Z Qe (3.2.20) 
此 式 包含 了 丰富 的 物理 含义 : 
1， 唱 格 的 一 般 气动 是 所 有 独立 模式 
2， 根 据 简 正 坐 标 Q 的 定义 式 (3. 1.9) ,有 
= /Wu = Bol, 
Doar = 6, (3.2.21) 
Pos 
对 比 式 (3.2.20) 与 式 (3,2.21) ,可 见 0,(4) = VNMA,e ”就 是 简 正 坐 标 , 而 
坐标 变换 的 短 阵 元 素 为 。 
= 加 国 (3.2.22) 


只 不 过 用 指标 n+i,9-*j,aw 就 是 我 们 定义 的 简 正 模 . 值得 注意 的 是 ,由 于 在 求解 
格 波 方程 时 ,为 了 方便 起 见 采用 了 复数 形式 的 解 ,因此 8, (4) 为 复 简 正 坐标 ,而 
变换 矩阵 变 为 西 矩阵 ,矩阵 元 素 同样 满足 正 交 、 完 备 条 件 : 


Teo, = 


Bosen = Bo 
它 就 是 式 (3. 2. 16) 的 简单 表述 形式 . 
既然 0,(1) 就 是 系统 的 简 正 举 标 , 它 应 该 使 系统 的 哈密 顿 对 角 化 . 在 原子 位 
移 从 标 下 ,系统 的 哈密 顿 量 可 写 为 


(3.2.23) 
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HaT+V 
= (3.2.24) 
引入 坐标 变换 ; 
WU = ta) 
由 于 为 实 位 移 、 
0 = 0., (3.2.26) 
在 简 正 举 标 下 ,系统 哈密 顿 二 的 动能 项 
7 -= 3 
1 ) 0 elm 
-ETE 
= E00s,, 
= 二 5300.,= 4 E00 (3.2.27) 


而 哈密 邮 量 的 势能 项 
Us= A 四 


= 对 而 Zoo -DZoevten -0 
= BOQ" ~ Dem -lx [NEe° 


Pe sie (em 
“2 E00 D( 人 


= E00 -er en) 
= 00 -ed ga) 
E00; (3.2.28) 


其 中 由 = 距 


《1- cos ga). 系统 的 哈密 顿 最 为 


0 = 二 了 (0 


在 简 正 坐 标 下 , 它 已 经 对 角 化 了 . 


，+er0i0 ) (3.2.29) 
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$3.3 一 维 双 原子 链 振动 


现在 讨论 如 图 3. 3. 1 所 示 的 由 质量 MM 和 m(MM>m) 的 原子 构成 的 双 原子 链 
的 动力 学 . 显然 ,这 是 一 种 复式 晶 格 . 假设 系统 及 个 元 胞 ,每 个 元 胞 中 有 2 个 
不 同 的 原子 , 晶 格 参数 为 a. 因此 ,系统 包含 2N 个 自由 度 ,而 每 个 元 胞 内 的 自由 
度 为 2 这 种 双 原子 链 具 有 较 单 原子 链 更 复杂 的 运动 形式 ,将 得 到 更 普遍 的 


结果 . 
[一 
~ ~ 
Ht es 


图 3.3,1 一 维 双 原 巴 链 模型 


一 、 适 动 方 程 及 其 解 


为 了 能 够 应 用 格 波 解 , 先 假定 原子 链 无 穷 长 . 在 简 谐 近 似 下 , 且 只 考虑 最 近 
邻 原子 间 相互 作用 , 写 出 第 个 元 胞 中 2 个 原子 的 运动 方程 : 


(3.3.1) 


其 中 心 和 避 分 别 表示 重 和 轻 原子 相对 平衡 位 置 的 偏离 ,B 为 力 常数 . 令 格 波 解 
全 Ae 


Me 


(3.3.2) 


这 里 ,4.8 分 别 表 示 重 , 轻 原子 的 振幅 . 将 两 个 试探 解 代 人 原 方程 式 (3.3.1)， 
得 到 


人 =BB(1 + 一 2684 (3.3.3) 
~ wimB = BA(l + e™) - 288 
方程 式 (3. 3. 3) 有 解 的 条 件 是 未知 系数 4 ,有 的 系数 行列 式 为 0， 

| 28-Ho -BCL+ew) 

-Bll+e™) 28 -mo (3.3.4) 


= Mm ~ JCM Hm) + Bisin ?Bq 六 


从 而 得 到 
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29 


将 由 代 回 式 (3.3.3) 得 到 轻 , 重 原子 的 振幅 之 比 和 复 相位 ， 
(3.3.6) 


二 、 卢 学 波 和 光 避 流 


图 3. 3. 2 中 ,示意 地 画 出 了 双 原 子 链 的 色散 关系 (3. 3.5), 色散 曲线 分 成 了 
两 支 ,一 个 确定 的 9 对 应 两 个 不 同 的 频率 m,. 对 于 其 中 每 一 支 都 有 


(9 = 0, (9+ 8) = 0, (q+ K) (3.3.7) 


Sf 
“和 


几 3,3.2 一 维 双 原子 链 的 色散 关系 
因此 ,独立 的 9 可 限制 在 一 个 布 里 渊 区 之 内 ， 


Mp 
a 9 a 


对 于 ww -的 一 支 , 当 4=0 时 ,频率 取 极 小 值 ,w= 


而 当 g 处 于 布 里 浏 区 边 
界 ,9 = + 工时 ,频率 取 极 大 值 i,, = 级 称 为 声学 支 命名 理由 是 ,对 于 小 的 
a MM 


4 值 ， 
机 (m0 = fie a 
8 

4 四 


此 时 , 波 的 群 速 等 于 相 冰 ,和 = ,与 频率 无 关 ,表现 为 长 波长 弹性 波 ,而 纵 


弹性 波 与 声波 是 等 同 的 . 从 式 (3. 3.8) 第 二 式 ,还 可 以 看 到 ,长 声学 波 的 轻 , 重 原 
于 的 振幅 和 相位 相同 , 它 表示 元 胞 质心 的 
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/ 
np 


[用 . 雁 为 光学 支 命名 的 理由 是 , 当 


mM 
克 + 盯 为 约 化 质 


对 于 四 .的 一 支 , 当 9 =0 时 ,频率 取 极 大 值 ow 


量 ;而 当 g = + 工时， 频率 取 极 小 值 0 
9 了 0 时 ， 


(3.3.9) 


富生 ~ 
Ce or 
可 见 ,其 振动 频率 由 力 常数 B 和 折合 质量 决定 ,这 个 频率 恰好 位 于 电磁 波 频谱 的 
远 红 外 区 域 . 从 式 (3. 3.9) 第 二 式 ,也 可 以 看 到 ,长 光学 波 的 轻重 原子 反 向 振动 ， 
而 质心 不 动 , 质 心 坐标 2 = 加 + = 0. 在 离子 品 体 中, 正 、 负 离子 相对 运动 , 引 
起 极 化 ,将 与 远 红外 电磁 场 强烈 地 耦合 , 


M+m 
在 另 一 极限 情况 , 当 4 一 + 工时 ， 


“~ (人 ~。 (3.3.10) 


此 时 ,声学 波 表示 质量 为 M 的 重 原 千 振动 ,而 轻 原子 几乎 固定 不 动 ,因此 振动 频 
率 仅 与 W 有关; 而 光学 波 表示 质量 为 m 的 轻 原子 振动 , 重 原子 儿 乎 固定 不 动 , 频 
率 仅 与 m 有 关 , 严格 地 说 , 当 g= + 工时 , 重 原子 和 轻 原子 分 别 形成 系统 的 两 种 


驻 波状 态 , 其 群 速 为 0. 
把 上 面 的 结果 与 单 原子 链 进行 比较 是 有 益 的 , 假设 m 一 M ,那么 在 布 里 渊 区 


边界 处 ,w . =,, 频 隙 消除 , 此 时 双 原 子 链 退 化 为 单 原子 链 , 品 格 参数 “全 ,而 


布 里 渊 区 扩大 了 一 倍 . 双 原 子 链 等 价 于 一 个 格 波 的 带 通 滤波 器 . 频率 w > 


、 拘 < < 让 趟 邓 在 系统 中 从 


三 、 破 恩 - 卡 要 边界 条 件 
对 于 一 个 包含 W 个 元 胞 的 有 限 双 原 子 链 ,必须 采用 玻 恩 - 卡 曼 边界 条 件 来 
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处 理 
i (3.3.11) 
应 用 式 (3. 3.2) ,得 到 
2 
* 和 
其 中 为 整数 . 由 于 9 E 182, 得 到 
N ny 
-cs 


由 此 ,4 在 第 一 布 里 渊 区 中 均匀 分 布 , 取 只 个 值 : 
独立 的 波 矢 数 = 元 胞 数 (NW) 


因为 一 个 确定 的 9 和 w,(9) ,确定 了 一 个 独立 的 模式 ,其 中 * 为 格 波 的 支 指 
标 , 它 等 于 元 胞 内 的 自由 度数 ,因此 ,对 于 一 个 包含 N 个 元 胞 的 双 原子 链 : 
独立 模式 数 =2N = 自由 度数 


三 维 晶 格 振动 , 格 波 量子 - 声 子 


- 维 双 原 子 链 模型 基本 上 反映 了 格 波 的 主要 特性 , 现在 ,将 它 推广 到 最 普遍 
的 三 维 复式 品格 情况 ， 


一 、 三 约 晶 格 概 动 


1, 三 维 格 波 特性 

设 唱 体 中 及 个 元 胞 ,每 个 元 胞 中 有 个 原子 . 元 胞 的 位 置 由 正 格 失 R = 
4 + 4 +ha 确定 ,为 了 表述 简单 起 见 用 指标 14 =1,2,… ,NN,) 标 志 它 .定义 
卓 格 位 移 矢量 的 分 量 ws ,表示 第 /个 元 胞 中 第 风 =1,2,…,n) 个 原子 在 o( =1， 
2,3) 方 向 相对 平衡 位 置 的 位 移 , 令 该 原子 的 质量 为 M,. 因此 ,系统 中 有 3nN 个 位 
移 分 旺 ,3w 个 自由 度 ,而 每 个 元 胞 中 有 3n 个 自由 度 . 

系统 的 动能 可 写 为 


$3.4 


T= BE Sm (3.4.1) 
将 势能 函数 在 平衡 位 置 附近 按 位 移 分 量 展开 ,根据 简 谐 近似 ,仅仅 保留 二 次 项 ， 
并 取 V(0) =0, 注 意 到 一 次 项 为 0, 系 统 的 势能 函数 可 写 为 


人 | rr (3.4.2) 


由 方程 (3.4.1) 和 (3.4.2) ,应 用 经 典 力学 中 的 拉 格 朗 日 处 理 方法 ,得 到 位 移 分 
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量 满足 的 运动 方程 : 
Mlle = ~ BA (3.4.3) 
其 中 ， 
二 ] (3.4.4) 
Buyo duryer |o 


称 为 原子 间 的 力 常数 , 它 表示 由 于 第 上 个 元 胞 中 ,第 了 个 原子 在 w' 方 向 的 单位 位 
移 对 第 ! 个 元 胞 中 ,第 / 个 原子 在 w 方向 产生 的 力 , 它 是 一 个 张 址 , 显然 , 它 只 决 
定 于 两 个 元 胞 之 间 的 相对 位 置 , 而 与 它们 的 绝对 位 置 无 关 . 于 是 可 以 写 为 

Mee Ayoe (Ry = Re) (3.4.5) 


方程 (3. 4. 3) 可 改写 为 


Mai =— 及 
它 表 示 3nN 个 柚 合 的 方程 组 . 这 些 方程 具有 平移 对 称 性 ,平移 指标 4, 得 到 完 
全 相同 的 方程 组 , 可 以 令 格 波 解 
We (3.4.7) 
其 中 4w 是 振幅 , 它 与 指标 ! 无关, 因为 对 于 一 个 确定 的 4, 任意 元 胞 中 第 /个 原 
子 在 方向 的 运动 有 相同 的 氢 幅 , 只 不 过 从 一 个 元 胞 到 另 一 个 元 胞 有 相位 ev % 
的 变化 ,Ri 出 现在 相位 因子 上 . 将 式 (3.4.7) 代 人 原 方程 (3. 4.6) 有 


a(R ~ Re) uy (3.4.6) 


Mo Ae re = Bere (Ri - Rr)et rw (3.4.8) 


等 式 两 边 消去 ,es ”得到 
Mw A = 了 {BAe (RR) Hse 


= DA (3.4.9) 
这 里 
Ne (qm TA Rie ™ (3.4.10) 
是 Aww(R,) 的 傅 里 叶 变 换 , 它 组 成 一 个 34 阶 和 矩阵 和 (gq) , 称 为 动力 学 矩阵 
新 方程 组 (3,4.9) 相 对 耐 言 , 较 之 方程 组 (3.4.6) 容 易 求解 得 多 ,因为 它 将 
原来 的 几乎 是 无 限 多 3nN 个 方程 变 成 3n 个 有 限 的 关于 未 知 系数 4,,, 的 线性 齐 
次 方程 组 . 方程 组 有 解 的 条 件 为 其 系数 行列 式 为 0: 
TA) -wo MBydos ly = 0 (3.4.11) 
由 此 ,可 以 解 出 3 个 色散 关系 w(g) ,s =1,2,…,3n. 其 中 有 3 支 声学 波 (元 胞 
质心 自由 度 ) ,包括 两 支 槛 波 , 一 支 纵波 ;3n - 3 支 光学 波 (元 胞 内 原子 相对 运动 
的 自由 度 ) ,包括 2(n -1) 支 横 波 ,n -1 支 纵波 . 
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由 式 (3. 4. 10) ,注意 到 天， R, =27rm, 容 易 证 明 : 
Aiore'(g + Ki) = Aero(g) (3.4.12) 
即 动力 学 矩阵 A(q) 是 倒 空 间 的 周期 函数 ,于 是 由 本 征 方程 (3.4.11) 所 确定 的 
频率 也 是 倒 空 间 的 周期 函数 : 
w,(q) = w,(qg +K,) (3.4.13) 
同时 注意 到 
er ern (3.4.14) 
所 以 独立 的 波 矢 9 应 限制 在 一 个 倒 格子 元 胞 范围 内 ,通常 选择 限制 在 第 一 布 里 
测 区 内 。 
2. 玻 恩 - 卡 曼 边界 条 件 ,独立 的 波 矢 数 和 模式 数 
原则 上 ,上 面 的 讨论 仅 对 无 限 大 的 理想 晶体 适用 . 对 于 实际 的 有 限 晶体 ,可 
采用 玻 恩 - 卡 曼 边 办 条件 
设 晶体 是 一 个 规则 的 平行 六 面体 ,三 条 杰 分 别 沿 三 个 基 矢 a,(i=1,2,3) 方 
向 ,长 度 为 Na' 更 体 所 包含 的 元 胞 数 为 NA = N,N:N, ,晶体 的 体积 为 
V = Na (Na x ma) = NA (3.4.15) 
玻 恩 - 卡 束 边界 条 件 表 示 为 


Wie (3.4.16) 
将 式 (3.4.7) 代 入 ,得 到 
he (3.4.17) 
它 要 求 
em ml 
9 Na = 27h, 
g* Na, = 27h(g. Na, = 27h, (3.4.18) 


gq Nay = 27h, 
其 中 妈 (hh,h) 为 整数 , 可 以 取 波 矢 


-如 + + 

-了 总 (3.4.19) 
满足 式 (3.4. 18) ,其 中 (5,,6,,b,) 为 倒 点 阵 基 撩 . 又 因为 g E 18Z, 得 到 

= 和 < < 入 (3.4.20) 


所 可取 N, 个 值 , 于 是 波 矢 在 动量 空间 取 分 立 值 , 且 均 匀 分 布 : 
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独立 的 波 矢 数 = IT w, = NN,N，= N( 元 胞 数 ) 


波 和 密度 = 让 = 一 上 (3.4.21) 
其 中 Y 为 晶体 体积 , 它 是 一 个 很 大 的 数 ,所 以 波 矢 在 动量 空间 几乎 是 准 连续 分 
布 的 
因为 一 个 独立 的 9 和 w,(4) 确 定 系统 的 一 个 独立 的 简 正 模 ,而 一 个 4 可 以 
对 应 3n 个 不 同 的 频率 ,对 应 于 s=1,2,…,3n. 所 以 
独立 的 格 波 (模式 ) 数 = 3nN( 总 自由 度数 ) 
三 、 失 波 量子 
1 声 子 
我 们 已 经 知道 一 个 独立 的 9 和 w,(4) 格 波 等 价 于 简 正 坐 标 0, 描述 的 谐振 
子 ,其 能 量 本 征 值 
et 卫 )io(g) (3.4.22) 
其 中 mw =0,1,2,…,%w , 取 整 数 ,能 量 是 量子 化 的 , 定义 格 波 的 量子 hw,( 4) 为 声 
子 . 由 于 所 有 的 简 正 模 是 相互 独立 的 ,可 见 在 温度 7 时 ,每 一 个 简 正 模 的 能 量 仅 
仅 依赖 于 它 的 频率 w,(9) 和 平均 声 子 占据 数 (n。) ,而 与 其 他 简 正 模 的 占据 情况 
无 关 ， 
在 温度 了 达到 热平衡 时 ,ho,( 3) 振 子 处 于 量子 态 的 概率 
p=e on Pi (3.4.23) 
所 以 一 个 振子 的 平均 声 子 占 据 数 是 
nT) sn) = BD Pn, 


= ne / Be 
ee 
Ta) 

1 
Se (3.4.24) 


其 中 p=1/ku7 ,hs 是 玻 耳 兹 友 常 其 , 可 见 平均 声 子 占 据 数 由 化 学 势 =0 的 玻 色 
分 布 函数 给 出 , 在 这 种 意义 上 , 声 子 是 玻 色 子 , 且 粒 子 数 不 守 便 , 它 可 以 被 激发 也 
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可 以 被 潭 没 . 由 此 可 以 得 到 ,在 温度 了 平衡 时 ,ja,(9) 振 子 的 平均 热 激发 能 其 为 
eslT) = (eo) = [nolT) + 于 io(9)， s =12, 


,3n 


(3.4.25) 
由 于 一 个 自由 度 为 3nN 系统 的 简 正 模 相互 独立 ,系统 的 总 平均 声 子 数 和 平 
均 热 激发 能 为 
nT) = Bn?) 
[a (3.4.26) 
ED = En) + 十 ho,(q) 


2. 声 子 的 准 动量 
个 波 矢 为 9 的 声 子 是 否 像 其 他 粒子 ( 例如 光子 ) 一 样 ,具有 物理 动 基 hq? 
考虑 到 物理 动量 与 粒子 的 平移 自由 度 有 关 , 而 声 子 坐 标 (除了 模式 以 外 ) 
只 涉及 原子 的 相对 坐标 ,因而 声 子 并 不 携带 物理 动 报 , 以 一 维 单 原子 链 为 例 , 蝇 
体 的 物理 动量 是 


上 
Pr = MZ (3.4.27) 


其 中 由 为 原子 质量 ,为 第 呈 格 位 上 原子 相对 平衡 位 置 的 位 移 , 当 具有 N 个 原 
子 的 一 维 原子 链 载 有 一 种 9 波 矢 声 子 时 ,其 系统 单 模 激发 的 原子 位 移 为 


‘0 (te (3.4.28) 


代入 (3.4.27) 式 ,得 到 


d Pa 
"M(t) Ee 


=M u(t) NS, (3.4.29) 
dt 


其 中 应 用 了 正 交 关 系 式 (3, 2. 16) 
Ee nm, 


由 此 可 见 , 原 子 链 的 全 部 动量 来 源 于 9 =0 的 这 一 模式 ,其 他 所 有 声 子 模式 对 物 
理 动量 没有 贡献 . 然而 9 =0 对 应 于 均匀 模式 , 它 表 示 整 个 原子 链 的 均匀 平移 ,其 
频率 w(9) =0, 这 一 模式 并 不 是 严格 意义 上 的 声 子 模式 ,因为 不 存在 回复 力 . 
但 是 在 考虑 粒子 与 晶体 相互 作用 时 ,周期 点 阵 中 相互 作用 的 波 的 总 波 矢 是 
守 便 的 ,一 个 声 子 所 起 的 作用 仿佛 它 的 动量 是 19 ,通常 将 它 称 为 声 子 的 准 动 最 
我 们 在 晶体 X 射线 衔 射 一 节 中 曾 看 到 ,光子 在 晶体 中 的 弹性 散射 (不 激发 q 
关 0 的 声 子 ) 过 程 受 波 矢 和 能 量 守恒 定律 支配 ; 
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kk kK, 
E(k') -E(k) =0 
其 中 大 是 入 射 光子 波 矢 ,大 是 散射 光子 波 矢 ,而 K, 是 任 一 倒 格 矢 . 在 这 一 过 程 中 
只 激发 了 一 个 频率 w =0,4 =0 的 非 严格 模式 ,晶体 作为 一 个 整体 发 生动 基 为 
一 AK, 的 反 冲 ,由 于 晶体 的 质量 太 大 了 ,这 种 均匀 模式 的 动量 很 难以 明显 形式 表 
现 出 来 . 但 整个 系统 的 动 基 和 能 量 始终 严格 守恒 . 
如 果 光 子 的 散射 是 非 弹 的 ,在 这 个 过 程 中 激发 或 吸收 了 一 个 波 矢 为 9, 频率 
为 w(9) 的 声 子 , 在 微 扰 论 的 玻 因 近似 下 ,系统 的 动量 和 能 量 守恒 关系 可 写 为 
( 见 §5.7) 


(3.4.30) 


kk=rg+k 
B(k') - E(k) = # hw,(q) (3.4.31) 

其 中 号 分 别 表示 吸收 和 发 射 一 个 波 矢 为 4 的 声 子 , 式 (3,4.31) 第 一 式 通常 称 
为 系统 的 准 动量 守恒 , 由 于 波 矢 9 天 0 的 声 子 并 不 携带 物理 动量 ,这 意味 着 在 发 
射 (或 吸收 )gw*0 的 声 子 模式 的 同时 ,9 =0 的 声学 模式 也 被 激发 (或 吸收 ), 且 它 
应 恰好 具有 动量 上 于 9 -KK,) ,用 的 出 现 是 由 于 蝇 格 平移 对 称 性 破 缺 导致 的 

粒子 流 ( 光 子 , 电 子 , 中 子 等 ) 与 晶体 的 非 弹性 散射 ,提供 了 研究 声 子 谱 ( 色 
散 关系 ) 的 手段 , 如 果 我 们 固定 人 射 粒子 流 的 动量 和 人 能量 ,测量 不 同方 向 上 散射 
粒子 流 的 动量 和 能 基 , 就 可 以 根据 能 量 式 (3.4,.31) ,确定 出 声 子 的 波 矢 9 与 频 
率 w(9) 的 关系 ,， 

本 节 的 小 结 : 声 子 是 晶 格 集体 激发 的 玻 色 型 准 粒 了 具有 了 能量 ho,(9) 和 
准 动量 hg. 通常 把 横 声 学 模 和 纵 声学 模 声 子 分 别 记 为 TA 和 LA 声 子 , 而 把 横 光 
学 声 子 和 纵 光学 声 子 分 别 记 为 TO 和 LO 声 子 
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在 离子 晶体 中 ,长 光学 模 代表 元 胞 内 正 ,负离子 的 反 向 运动 , 它 将 伴随 着 品 
体 的 极 化 并 产生 内 场 . 这 不 仅 影 响 长 光学 模 的 频率 ,同时 与 电磁 波 有 强烈 的 相互 
作用 ,从 而 对 离子 品 体 的 电学 和 光学 性 质 有 重要 的 影响 . 类 似 于 长 声学 波 可 以 看 
作 连 续 介质 中 的 弹性 波 , 在 宏观 弹性 理论 上 求解 运动 方程 ,对 于 长 光学 波 也 可 以 
在 宏观 理论 的 基础 上 进行 讨论 


一 、 离 子 晶体 中 执 光 学 昌 格 要 动产 生 的 内 场 


离子 晶体 长 光学 品格 振动 , 正 \ 负 离子 相对 位 移 w，-w ,导致 极 化 强度 
矢量 
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P= $e Ce.) (3.5.1) 


其 中 9 为 离子 有 效 电荷 ,2 为 原 胞 体积 . 因为 极 化 强度 矢量 比例 于 相对 位 移 , 它 
将 以 格 波 的 频率 w 和 波 矢 4 在 时 间 和 空间 上 周期 变化 ,产生 极 化 波 
Bia Bim (3.5.2) 
根据 电动 力学 ,可 以 得 到 极 化 产生 的 宏观 内 场 ; 
SP -qlq:P) 
二 


(人 志和 


(人 
其 中 e 和 ev 分 别 为 真空 中 的 光速 和 介 电 常量 . 
蝇 格 振动 存在 纵 模 和 横 模 , 它 们 将 产生 性 质 截然 不 同 的 内 场 . 
1 纵 振动 产生 的 内 场 
对 于 纵 振动 ,PW4 ,由 式 (3. 5.3) 得 到 


地 sa (3.5.4) 


so 
可 见 场 矢 大 平行 于 波 矢 ,因此 纵 模 伴随 的 电场 是 纵向 的 ,这 是 一 种 没有 磁场 伴随 
的 无 旋 场 ,类 似 于 静电 场 , 该 电场 的 存在 使 晶体 中 的 离子 除了 受 近 程 弹性 恢复 力 
外 ,还 要 受到 与 相对 位 移 反 向 的 长 程 库仑 力 的 作用 ,使 之 总 的 恢复 力 变 大 ,必然 
提高 纵 振动 模 的 频率 wo. 
2， 横 振动 产生 的 内 场 
对 于 横 振动 ,PL1g, 由 式 (3.5.3) 得 到 


Bs (3.5.5) 


吻 
ny a 
可 见 场 矢 量 重 直 于 波 矢 , 因此 横 模 伴随 的 内 场 是 一 种 有 了 磁场 相伴 的 有 施 场 , 即 电 
磁场. 由 于 有 这 种 电厂 场 的 存在 ,使 外 电磁 波 与 晶 格 振动 的 模 模 之 间 发 生 耦 合 ， 
从 而 改变 电磁 波 在 晶体 中 的 传播 性 质 , 当 电磁 波 的 波 失 和 频率 与 模 光 学 模 的 波 
矢 和 频率 相等 , 即 w = eg 时 ,发 生 共振 , 移 合 最 强 在 共振 区 以 外 , 若 w >cq,1 与 
位 移 方 向 相反 ,将 增加 模 振动 的 回复 力 ,特别 当 9=0 时 ,Bi = - 芭 与 纵 场 B 形 


式 相等 . 车 <cq 时 ,Er 与 位 移 方 向 相同 将 减 小 横 振动 的 回复 力 ,使 共振 频率 降 
低 , 特 别 当 w <<cgq 时 ,Br 一 0 ,共振 频率 仅 由 弹性 恢复 力 决定 ,w = or 


二 、 长 光学 波 的 宏观 运动 方程 


上， 运动 方程 
为 了 简单 起 见 , 设 每 个 元 胞 中 只 含有 电荷 重 相等 ,符号 相反 质量 为 W ，.W 
的 两 个 离子 , 仍 限于 各 向 同性 的 连续 模型 . 在 长 波 近似 下 ,晶体 中 正 .负离子 的 相 
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对 位 移 #， -4 几乎 一 梯 ,因此 可 以 用 一 个 向 量 外来 描述 长 光 频 支 振动 
we 
pt (uu ) {3.5.6) 
其 中 心 = 让- 六 为 正 、 负 离子 的 约 化 质量 ,了 为 原 胞 体积 , 为 折合 密度 ， 
光 频 支 的 动能 密度 


(3.5.7) 
而 势能 密度 由 两 部 分 组 成 : 
V =Von + Yat 
-人 am [PE (3.5.8) 
式 中 ,F 为 弹性 恢复 力 . 在 简 谐 近似 下 ， 
F=bW, bi<o0 (3.5.9) 


而 P 是 品 体 的 极 化 强度 和 失明, 为 宏观 电场 强度 矢量 . 由 于 正 ,负离子 相对 位 移 
导致 极 化 并 产生 内 场 , 反 过 来 电场 又 作用 于 离子 影响 其 运动 ,并 且 使 离子 周围 的 
电子 相对 于 核 位 移 ,产生 电子 极 化 ,于 是 在 线性 近似 下 ， 


P =Paw +Par 


=baW + baE (3.5.10) 
将 式 (3.5.9) 和 式 (3.5.10) 代 入 式 (3,5.8) ,得 到 
Wt i 
y huW + baW B +h) (3.5.11) 
式 中 ,b ,bs ,ba 称 为 动力 学 系数 
系统 的 拉 格 朗 日 密度 函数 为 
LT7-Y 
= bw + bi WE +b (3.5.12) 
由 此 可 确定 位 移 W 对 应 的 共 思 e 动 量 : 
A 站 (3.5.13) 
ow 
系统 的 哈密 顿 量 为 
HT+y 


i ja " 1 a 
= (pa 二 下 + oa (3.5.14) 
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由 正则 方程 户 = - 2 得 到 运动 方程 ; 


Wb W+b,E (3.5.15) 

式 中 第 一 项 代表 短程 弹性 恢复 力 ,第 二 项 代表 与 离子 位 移 极 化 相关 的 作用 力 
现在 把 式 (3.5. 10) 和 式 (3.5. 15) 放 在 一 起 ,写成 对 称 形式 ,有 

{ = + 

P=bW+bE 

+" 方程 组 (3. 5. 16) 称 为 黄 昆 方程 , 它 是 描述 离子 晶体 中 长 光学 波 的 


(3.5.16) 


其 中 心 = 
基本 方程 
2， 介 电 函 数 与 动力 学 系数 b,、b,,、b,, 的 关系 
唯 象 方程 组 (3. 5. 16) 中 的 系数 取决 于 材料 性 质 的 参数 ,它们 可 以 通过 实验 


考虑 极端 情况 ,车 为 恒定 的 静电 场 , 它 表 示 正 ,负离子 仅仅 产生 静态 相对 
位 移 WW, 并 不 振动 , 则 亢 =0, 由 方程 组 中 第 一 式 得 到 
buW =- baE (3.5.17) 
它 表示 弹性 恢复 力 与 宏观 电场 产生 的 力 大 小 相等 ,方向 相反 , 由 式 (3.5.17) 解 
出 W, 代 入 方程 组 第 二 式 ,有 
P= (6 -7 je (3.5.18) 


由 于 山体 被 静电 极 化 ,根据 静电 学 有 
P=[e(0) -1]eoB (3.5.19) 
式 中 en 是 真空 介 电 常 量 ,e(0) 是 静电 介 电 常量 
对 比 式 (3.5. 18) 和 趟 (3.5. 19) ,得 到 
Te(0) -1]eo = ba ~ 中 
再 考虑 相反 的 极端 情况 , 若 已 为 高 频 电场 ,E 的 振动 频率 远 高 于 唱 格 振动 
的 频率 , 此 时 晶 格 眼 不 上 外 场 的 变化 , W = 0. 由 方程 组 第 二 式 ,有 


(3.5.20) 


P= buB (3.5.21) 
此 时 ,晶体 中 只 存在 电子 极 化 但 根据 电动 力学 ,有 

P= [e(w) -1]eB (3.5.22) 
式 中 e(m ) 为 高 频 介 电 函 数 . 对 比 式 (3. 5. 21) 和 式 (3.5.22) ,得 到 

ba = [se(%m) -1]e, (3,5.23) 


将 式 (3.5.23) 代 入 式 (3, 5.20) ,得 到 


[Te(0) ~ e(%)]eo (3.5.24) 
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下 面 将 证 明 : 
-bh = io = 0 (3.5.25) 
其 中 wm 是 无 耦合 横 长 光学 模 频率 , 记 为 ww 
综 上 得 到 动力 系数 与 介 电 函数 及 wro 的 关系 : 
bi = 
1 = [e(0) -e(m)] ?ew (3.5.26) 
bn = [e(m) -1ev 
其 中 a(0) 和 slw) 可 以 由 介 电 测量 得 到 ,而 w 可 由 品格 的 红外 吸收 谱 测 基 
得 到 . 


三 、 不 考虑 横 场 覃 合 时 ， 离 季 遇 体 长 光学 波 坊 本 征 频 蒜 or 和 四 in 


在 每 个 元 胞 中 包含 两 个 原子 或 离子 的 晶体 中 ,应 该 有 三 支 光 频 支 (二 横 一 
纵 ) 对 寺 各 向 同性 的 品 体 ,两 支 模 振 动 是 简 并 的 , 在 长 波 情况 下 ,w 与 9 几乎 无 
关 , 因 此 仅 对 应 两 个 频率 wm 和 ww 一 般 对 于 非 离子 晶体 ,例如 Ge, 在 长 波 情况 
下 ,wro = ww 但 是 对 于 离子 晶体 , 纵 振动 产生 的 类 静电 场 ,增加 了 振 予 的 恢复 
力 ,使 得 离子 则 体 长 光 频 支 频 事 wu > wr 

由 于 讨论 无 机 场 砚 合 时 系统 的 本 征 振动 ,所 以 不 存在 外 电磁 场 ,同时 忽略 模 
向 极 化 伴随 的 有 旋 场 , 我 们 只 需 将 黄 昆 方程 与 静电 方程 联合 求解 ， 

Wb We+bug ty 
P=bW+buE 
V:D=V':(eE+P)=0 


VxE=0 
将 W 写 为 横向 位 移 W, 和 纵向 位 移 W, 两 部 分 : 
W = Wi + W, (3.5.31) 
其 中 
VxW#0, VvV:W=0 (3.5,32) 
i Vw zx0 (3.5.33) 


把 式 (3.5.27) 取 旋 度 ,并 利用 式 (3.5.30) 、 
方程 : 


3.5.32) (3.5.33) ,得 到 构 振动 


站 (3.5.34) 
解 之 得 到 无 耦合 横 波 本 征 频率 


oa (3.5.35) 
它 只 与 弹性 恢复 力 有 关 . 
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同样 对 黄 昆 方程 取 散 度 , 有 


Vb Wb VE (3.5.36) 
ViP=bV Wt+br VE (3.5.37) 
再 由 式 (3.5.37) 和 (3.5.29) 消 去 V ' 己 ,得 到 
YE (3.5.38) 
ee + bs 
代入 式 (3.5. 36) 得 到 纵 振动 方程 : 
Ea 多 
WW = 人 (和 mW (3.5.39) 
于 是 得 到 纵波 的 频率 : 
= 如 1- [sl0) | ga 
人 Bo + by [pr 人 ) 
其 中 应 用 了 关系 式 (3. 5. 26) 
从 式 (3.5.40) 容 易 得 到 
oO) 
oo (A (3.5.41) 


它 称 为 LST( Lyddane-Sachs-Teller) 关 系 . 由 于 静电 介 电 常量 a(0) 表示 虎 体 中 所 
有 带电 粒子 的 响应 ,而 高 频 介 电 常 最 e(m ) 仅仅 是 电子 的 响应 ,所 以 一 般 而 言 
5(0) >e(m ) ,因此 离子 山体 中 的 长 光学 波 纵波 频率 ww 总 是 大 于 无 焕 合 长 光 
学 波 模 波 的 频率 wro ,这 是 由 于 离子 蜗 体 中 纵 振动 产生 的 极 化 电场 ;增加 了 纵波 
的 恢复 力 , 而 对 于 非 离子 品 体 , 晶 格 振动 不 产生 位 移 极 化 bi =0, 由 式 (3.5.40) 
可 知 ,oun = wr 


四 、 极 化 流 和 元 


现在 讨论 模 光学 模 声 子 与 电磁 波 的 相互 作用 , 在 共振 条 件 下 , 声 子 - 光子 看 
合 将 导致 全 新 的 色散 关系 ,完全 改变 电磁 波 的 传播 特性 所 亩 共振 是 指 声 子 和 光 
子 的 频率 和 波 矢 均 近似 相等 ,图 3.5. 1 两 条 虚线 相交 的 区 域 就 是 共振 区 . 因为 长 
横 光 学 模 的 频率 or = 10"s ,在 远 红外 区 域 ,共振 时 , 声 子 和 光子 的 波 矢 = 
ro/e= 300 cm ,而 布 里 蛮 区 边界 波 矢 = 10"em ,因此 这 些 矶 合 过 程 发 生 在 布 
里 渊 区 中 心 附近 小 波 矢 的 情况 下 , 而 合 声 子 - 光子 场 的 量子 称 为 极 化 激 元 . 

在 讨论 离子 晶体 无 模 场 而 合 长 光学 波 本 征 振动 时 ,我 们 忽略 了 横向 极 化 产 
生 的 有 旋 电 磁场 ,用 静电 方程 与 黄 昆 方程 联 立 求解 . 但 是 在 讨论 声 子 与 光子 桐 合 
问题 时 ,外 电磁 场 及 横 振 动 伴随 的 电磁 场 都 是 有 旋 场 ,必须 用 麦克 斯 韦 方程 与 黄 
昆 方程 联合 求解 . 对 于 非 磁性 绝缘 晶体 , 磁 导 率 上 = 1 ,空间 电流 了 =0, 且 自由 电 
荷 p=0, 这 些 方程 如 下 : 
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视 = buW+bE 
P= boW + bE 


a 
VE = -六 


ws 
VxH= 3 (eB+P) 


VD=V (eB+P)=0 


VvH=0 
令 波 动 解 为 
W = We 
P = Pe 
B = Bo 
H = 有 et 


将 解 (3.5. 43) 代 人 原 方程 组 (3. 5. 42) ,得 到 
= bu W, + baE, 
P, = baW, + bEo 
qx E, = powH, 
gx Hs = -wo(eoE + P,) 
q* (eoBo +P,) =0 
gH,=0 

从 式 (3.5.44) 中 的 第 1.2 两 式 消去 Wo ,得 到 


代入 式 (3. 5.44) 中 的 第 5 式 , 得 到 


(9 Eo) [so + bs 5 


下 面 讨论 两 种 情况 : 
1 对 于 纵波 ,9 ”Po 天 0, 于 是 


解 出 w? ,有 


人 -2 


(3.5.42) 


(3.5.43) 


(3.5,44) 


(3,5.45) 


(3.5.46) 
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(3.5.47) 


可 见 纵 声 子 并 不 与 电磁 场 击 全 ,wo 与 g 无 关 ,并 再 次 得 到 LST 关系 . 
2. 对 于 模 波 ,qg* E。=0, 不 能 简单 地 由 式 (3. 5. 46) 解 出 w. 注意 到 gq 上 Eol 
HH,, 从 式 (3.5.44) 第 3 和 第 4 式 ,可 以 得 到 


gE ~ powHs = 0 
ba (3.5.48) 
方程 组 的 第 二 式 中 应 用 了 式 (3. 
0 (3.5.49) 
即 
(3.5.50) 


时 ,方程 组 (3, 5. 48) 有 解 , 利用 式 (3.5.26) 和 LST 关系 ,并 注意 Jeo = 1Me: , 式 
(3.5.50) 变 为 


| (3.5.51) 
由 此 得 到 
s(m)w -few)oio+eg joyegoi =0 人 
方程 (3. 5. 52) 给 出 极 化 激 元 的 色散 关系 : 
+ pr JE 车 A | 】 
(3.5.53) 


图 3.5. 1 表示 极 化 激 元 的 色散 曲线 , 虚 直 线 表示 未 炮 合 的 TO 声 子 ,LO 声 
子 和 光子 的 色散 关系 , 实 线 表示 极 化 激 元 色散 关系 , 粗 虚线 代表 频 隙 中 的 虚 波 矢 
的 大 小 . 由 此 可 见 : 

上 极 化 激 元 色散 关系 分 解 为 o,(9) 两 支 ;在 小 波 矢 区 域 ; 当 9 一 0 时 , 横 振 
动 和 纵 振动 产生 的 电场 回复 力 几乎 都 等 于 -P/so,w* ~=wi,, 称 为 类 声 子 ;而 of = 
69 7e(0) , 它 就 是 低频 光子 的 色散 关系 , 称 为 类 光子 . 在 高 波 矢 区 域 , 当 Did 
wn Va(m) 时 ,weg /el wm ), 它 就 是 高 频 光子 的 色散 关系 , 称 为 类 光子 ,而 
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图 3.5.1 离子 蝇 体 中 光子 与 TO 声 子 的 而 合 模 

~wio, 因 为 此 时 横 振 动产 生 的 电场 1 一 0, 振 动 频率 近似 为 无 看 合 时 的 频 
率 , 称 为 类 声 子 . 在 共振 区 ,看 合 很 强 ,此 时 ,TO 声 子 与 光子 都 不 再 是 独立 的 元 激 
发 ,出 现 光子 与 声 子 的 混合 模式 

2. 光子- 声 子 的 耦合 产生 一 个 频率 禁区 ,wro <w<o' 在 这 区 域 不 存在 极 
化 激 元 模式 , 因此 ,在 此 频率 范围 内 的 电磁 波 不 能 在 晶体 中 传播 ， 

考虑 介 电 函数 e(w) = eg/w* ,由 式 3 
(3.5.51) 有 


ow 


a(w) = e(m ) 思 ? 
ro 


(3.5.54) 
函数 e(w) 的 零点 在 = ou 处 ,极点 在 w = 
wm 处 , 根据 式 (3. 5. 54) 绘 出 e(w) 对 频率 的 响 
应 曲线 ,如 图 3.5.2 所 示 , 其 中 取 e(m ) =2， 
e(0) =3. 在 w=on 和 wz=ouo=(3/2)tow -| 
之 间 ,e(w) <0, 波 数 4 为 应 数 ,代表 惠 碱 。 间 33 外电 丰 a) 
解 , 波 按 。' "规律 训 减 . 此 时 晶体 的 反射 素 po 


R(w) = | 


Ve(w) +1 
也 就 是 说 频率 落 在 禁区 中 的 电磁 波 不 能 在 一 块 厚 的 晶体 中 传播 ,几乎 全 部 在 
晶体 表面 反射 掉 , 图 3. 5. 3 表示 NaCl 晶体 在 几 个 温度 下 ,实验 得 到 的 反射 率 与 波 
长 的 关系 , 室温 下 ,ws 和 wr 的 标 称 值 分 别 对 应 于 波长 38 em 和 61 x10… em. 实验 
在 此 波长 范围 内 并 未 得 到 100 锡 的 反射 率 , 那 是 因为 实际 晶体 总 是 存在 着 耗 散 , 并 
且 温 度 越 高 耗 散 越 大 的 缘故 . 但 对 于 厚度 小 于 一 个 波长 的 洲 膜 而 言 ,情况 有 所 不 
同 . 因为 ,如 果 波 的 频率 在 禁 带 内 , 它 将 按 。 "规律 大 减 ;如 果 辐 射 波 的 波 矢 191 较 
小 ,接近 wwo , 则 可 能 透射 注 腊 ,如 果 191 值 较 大 ,接近 wm 则 将 被 反射 . 


wwro| 


介 电 函 数 eto) 


(3.5.55) 
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100| 


an| 


光子 波长 10 cm) 


图 3.5.3 NaCl 遇 体 的 反射 率 与 波长 的 关系 


$3.6 非 完整 晶 格 的 振动 ,局 域 模 


迄今 为 止 , 我 们 讨论 了 理想 晶体 的 品格 振动 问题 . 实际 晶体 绝 不 是 无 限 大 的 
完整 晶体 ,必须 考虑 非 完整 性 ,例如 晶体 缺陷 和 表面 等 对 蝇 格 振动 的 影响 ,这 个 
课题 将 一 直 延 伸 到 诸如 完全 无 序 系统 的 复杂 动力 学 问题 , 作为 一 个 例子 ,本 书 只 
讨论 含有 一 个 赫 位 杂质 原子 的 一 维 原子 链 的 最 简单 情况 ,这 个 杂质 原子 的 质量 
不 同 于 链 中 其 他 原子 的 质量 . 通过 这 个 例子 ,我 们 可 以 理解 许多 重要 的 物理 
现象 . 


一 、 一 维 完 整 单 原子 链 的 扩展 模式 
让 我 们 先 回顾 一 下 一 维 完整 单 原子 链 的 情况 , 在 第 三 章 第 二 节 中 ,给 出 了 系 


统 的 本 征 解 和 色散 关 
wu, = he ，9E182 (3.6.1) 
(9) = o. |iin go os (3.6.2) 


其 中 w。 为 最 大 振动 频率 ,所 有 本 征 频率 w, <w。, 显 而 易 见 : 
1 当 w<w。 时 ,由 式 (3.6.2) 可 知 ,9 有 实数 解 , 对 应 的 本 征 解 是 一 种 可 在 
整个 原子 链 中 传播 的 格 波 , 称 为 扩展 模 . 
2， 完 整 品 链 不 存在 o > os 的 本 征 解 , 假设 有 这 样 的 一 个 解 Re 9 >0, 那 么 
sin 二 ga = 如 >1,9 必定 为 复数 , 写 为 
9=9t+ig，9 天 0 (3.6.3) 
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于 是 得 到 
站 =-an 立 (yina 
i Taraareosh Fee $k 坟 asinh Fae (3.6.4) 
因为 www, 均 为 实数 ,而 9: 关 0, 必 有 
lt 
所 以 
人 1 二 1J2 , 下 
Ze = (h #3)r 二 = (nz) = K+ 
但 9 E18Z, 有 = 到, 代 人 式 (3.6.4) 中 得 到 gs = 之 arconh 如, 于 是 得 到 
qe 人 +iZarcosh 各 (3.6.5) 
Fi 


将 它 代入 式 (3.6.1) ,得 到 


=Ae™ ee = A(-1)"e "om (3.6.6) 


其 中 =2 arcosh 如 ,图 3.6.1 给 出 了 a 与 频率 的 关系 . 式 (3,6.6) 中 的 指数 因 


子 e“ 取 ”- "号 对 应 于 在 波 矢 的 传播 方向 振幅 指数 误 减 . 同样 Re 9 <0 的 类 似 
模式 可 得 到 相同 的 结果 . 因此 ,如 果 原 子 链 中 存在 一 个 w > w。 的 振动 模式 , 它 必 
定 是 一 个 局 域 在 原子 链 中 某 个 原子 附近 ,不 随时 间 豪 碱 的 振动 ,如 图 3.6.2 所 
示 . 几 离开 ww 越 远 ,1al 越 大 ,局 域 范围 越 小 . 这 种 振动 模 称 为 局 域 模 


3 


图 3.6.1 与 部 率 的 关系 几 3.6.2 局 城 振动 
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二 、 念 单个 缺陷 的 一 珍 原 子 链 的 搬 动 频 素 


假定 质量 为 W 的 原子 组 成 一 维 简单 品格 ,元 胞 数 为 N, 在 上 =0 格 位 上 有 一 
个 质量 为 M' 的 替 位 杂质 原子 ,近邻 原子 的 弹性 力 常数 均 为 B, 如 图 3. 6. 3 所 示 : 
因此 


(3,6.7) 


Ch nz0 
M', n=0 


x 


(3.6.8) 


当 0<es <1 时, 表示" 轻 杂 质 " ,而 s<0 表示 * 重 杂质 ”, 系统 的 哈密 顿 基 


HeT+ty (3.6.9) 
其 中 动能 部 分 
人 (3.6.10) 
在 简 谐 近似 下 ,势能 部 分 
= BE Ce) (3.6.11) 


其 中 ww。 表示 第 格 位 上 原子 的 位 移 , 由 于 杂质 原子 的 存在 破坏 了 平移 对 称 性 ， 
4 不 能 写成 式 (3.2.4) 格 波 解 的 形式 . 但 可 以 将 它 以 完整 原子 链 的 振动 模 为 完 
备 基 作 传 里 叶 展开 : 


历 Zoe™ (3.6.12) 


因此 ,动能 项 可 写 为 
1 1 0 enim M' ~ ; 
Te3M Ne oo, 


3 +) (3.6.13) 


其 中 应 用 了 正 交 关系 : 
DE (3.6.14) 
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由 于 假定 所 有 原子 间 力 常 数 均 为 B, 其 势能 函数 与 完整 唱 体 相同 ,按照 式 
(3.2.28) ， 


v= SMD 00,0., (3.6.15) 
其 中 w= - eos ga) ,为 完整 晶体 的 本 征 频率 . 
由 拉 格 朗 日 函数 上 =7-V, 得 到 


p., =- = M0, + Eo, (3.6.16) 
再 由 正则 方程 
PB, 0 (3.6.17) 
于 是 由 式 (3.6.16) 和 式 (3.6.17) ,得 到 
j MM } 
MO + TH Bor = Merl, (3,6.18) 
令 0,~e ” ,其 中 心 为 待 求 频率 , 代 人 式 (3.6.18) 得 到 
0 (3.6.19) 
式 (3. 6.19) 两 边 对 g 求 和 : 
也 0" (也 务 5 5 Zo, (3.6.20) 
于 是 得 到 确定 含 单个 缺陷 原子 链 本 征 频率 w 的 方程 式 : 
， 
F(w') -第 Di! (3.6.21) 


方程 (3, 6.21) 是 一 超越 方程 ,可 用 作 图 法 求解 ,分 曾 作 出 函数 (ow) -w 曲线 ， 
和 (ww) =1 直线 ,它们 的 交点 就 是 要 求 的 解 . 图 3.6. 4a 和 分 别 表示 轻 杂 质 
和 重 杂质 的 情况 . 从 图 3. 6.4(a) 可 见 , 对 于 轻 杂 质 情况 ,在 w <ww 频 区 内 ,每 
个 w 对 应 于 一 个 解 w, 但 所 有 w 的 解 都 朝 高 频 方向 移动 ,它们 对 应 的 本 征 模 都 
是 扩展 模式 ,但 有 一 个 振动 模 被 推移 到 w > ww 的 禁 带 中 . 它 是 一 个 以 杂质 原子 
为 中 心 的 局 域 模式 , 对 于 重 杂质 的 情况 , 见 图 3. 6.4(b) ,所 有 的 解 都 向 低频 方向 
移动 ,它们 仍 落 在 完整 紫 链 允许 的 频带 之 内 ,并 没有 分 错 出 局 域 模 ,因为 我 们 现 
在 讨论 的 是 单 原子 链 的 情况 , 声 频 支 的 频带 下 界 在 w = 0 处 ,如 果 考 虑 复式 唱 
格 , 光 频 支 频带 的 下 界 为 非 零 值 . 在 这 种 情况 下 , 重 杂质 可 能 在 光 频 支 频带 之 下 
的 禁 带 中 ,产生 局 域 模式 


三 、 局 城楼 
上 面 我 们 从 傅 蜂 叶 变换 出 发 ,分 析 了 含 单个 杂质 原子 的 一 维 诛 子 链 的 振动 


108 第 三 章 ”品格 动力 学 和 晶体 的 热学 性 质 


图 3.6.4 方程 (3.6.21) 的 作 图 解 
(4) 经 杂 质 s>0 (b) 重 如 质 s<0 
“表示 帘 束 原子 刍 的 本 征 频 事 wii “4 "表示 含 音 个 缺陷 原子 链 的 本 征 征 率 w 


频率 , 对 于 轻 杂 质 的 情况 ,得 到 一 个 频率 在 禁 带 中 的 局 域 模 , 现在 直接 从 运动 方 
程 出 发 ,去 讨论 这 个 局 域 模 的 振动 情况 , 由 于 在 n=0 格 位 上 有 一 个 轻 杂 质 原子 ， 
它 的 运动 方程 将 不 同 于 链 中 其 他 原子 的 运动 方程 ,于 是 有 

Mi ~ Bus +u -2u) =0 


(3.6.22) 
Mi -Bu tu 20) =0, nx0 


由 于 存在 一 个 杂质 原子 ,系统 的 平移 对 称 性 被 破坏 ,不 能 令 类 波 解 ,但 原子 振动 
的 时 间 依赖 关系 仍 可 写 为 u, we 形式 ,代入 方程 (3.6. 22) 得 到 
i +[ 生 0 -e) -3w=0 
加 
(3.6.23) 
PE [从 -2]% =0, nx0 
人 
i MM B pa 
式 中 e= 一 1 >0ww 28 因为 杂质 原子 位 于 n=0 格 位 ,根据 对 称 性 ,可 
能 存在 对 称 解 4 =u.、, 和 反对 称 解 u, = -4.。. 但 是 对 于 反对 称 解 wo =0,u + 
4.1=0,(3.6.23) 式 中 第 一 式 不 起 作用 ,所 以 只 考虑 对 称 解 , 设 为 
eA" (3.6.24) 
代入 (3.6.23) 第 二 趟 ， 
4 2)] -0 (3.6.25) 
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因此 有 
2 人 ( 爷 -2?ja+1=0 (3.6.26) 


(1) 当 w <w。 时 ,方程 (3.6.26) 有 一 对 共 办 的 复 根 ,可 令 和 =e*,a 为 原 
子 间距 ,因此 有 


Me + Be {3.6.27) 
代入 方程 (3.6.23) 第 二 式 , 可 得 
wi(g) = si 了 (3.6.28) 


这 正 是 一 维 周期 原子 链 中 的 声 频 模 色 散 关系 . 
将 式 (3.6.27) 代 入 方程 (3. 6. 23 ) 第 一 式 ,有 


= (3.6.29) 
考虑 到 wk, 为 实 位 移 , 得 到 4”=B, 可 令 
Caw Cn 
4 = ，8 = 了。 (3.6.30) 
得 到 
u, = Ceos (gal nl -6) (3.6.31) 


这 意味 着 ,对 于 w < ww 的 振动 模式 与 完整 原子 链 相 比 , 仅 仅 有 微小 的 变化 ,这 些 
模式 仍然 是 扩展 模 , 并 且 存 在 小 的 相 移 5. 这 样 将 式 (3,6.30) 代 入 式 (3.6.29)， 
并 利用 式 (3.6.28) 可 以 得 到 


2 sin’ Lga 
Eee- -| 二 en] (3.6.32) 
cosB Ey 
由 此 解 出 相 移 
tan 6 = etan Ya (3.6.33) 


可 见 相 移 5 依 赖 于 s 和 波 矢 9, 当 M' 与 M 相差 越 大 , 且 波 长 越 短 的 模式 相 移 
越 大 . 
(2) 当 几 >ww 时 ,方程 (3.6. 26) 有 实 根 解 , 令 
AA™ (3.6.34) 
将 式 (3. 6.34) 代 入 式 (3.6.23), 有 
-ns 


(3.6.35) 


入 (和 jt, n#0 


从 式 (3.6.35) 中 消去 w, 得 到 
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(CA-DIACL+e)+(L-e)] = (3.6.36) 
由 式 (3. 6. 36) 得 到 
Fr Xs (3.6.37) 
1+e 


显然 A =1 并 非 对 应 品格 振动 ,只 有 A= - (1 -ea)/(1+e) 是 物理 解 . 对 于 轻 杂 
质 0<e<1,A<0,IA1<1. 代 入 (3.6.35) 第 一 式 和 式 (3. 6.34) 分 别 得 到 
ow 


(3.6.38) 


Le 
4(0(-1D) ( 计 和 
由 此 可 见 , 这 一 振动 模式 的 频率 ww,, 它 是 局 域 于 n=0 杂质 原子 附近 的 振动 ， 
相 邻 原子 振动 方向 相反 ,并 且 随 着 1n1 的 增 大 ,位 移 趋 于 0, 正好 如 图 3.6.2 
所 示 . 
我 们 也 可 以 将 解 写成 下 列 形 式 ， 
oh(DO(-1) 


4(D0(- Dreo (3.6.39) 
它 是 一 空间 衰减 的 模 , 其 衰减 因子 
am (3.6.40) 


因此 ,我 们 可 以 得 到 一 个 重要 的 结论 :任何 周期 结构 的 破坏 均 可 能 导致 局 域 态 的 
出 现 , 即 无 序 可 以 导致 局 城 化 . 


$3.7 晶 格 比热容 


晶体 的 比热容 包括 晶 格 比热容 和 电子 比热容 两 部 分 . 晶体 热 激发 产生 声 子 ， 
蝇 格 振动 能 量 的 变化 贡献 品格 比热容 , 对 于 绝缘 晶体 ,由 于 电子 基本 东 缚 在 离子 
实 附近 ,电子 没有 足够 的 自由 度 参与 比热容 的 贡献 ,也 就 是 热 激发 不 足以 改变 电 
子 的 能 基 状 态 ,因此 品格 比热容 几乎 就 是 全 部 晶体 比热容 . 但 是 对 于 金属 晶体 ， 
倘若 价 电子 在 点 阵 中 是 自由 的 ,那么 电子 就 会 对 金属 比热容 提供 额外 的 贡献 ,以 
后 将 看 到 ,在 温度 不 太 低 时 ,电子 对 比热容 的 贡献 远 小 于 晶 格 的 贡献 ,一 般 可 略 
去 不 计 , 只 是 在 极 低温 时 ,电子 才 对 金属 比热容 有 重要 贡献 . 本 节 只 讨论 唱 格 比 
热 容 ,电子 比热容 将 在 第 五 章 中 讨论 . 


一 、 产 子 请 赛 度 
在 本 章 第 4 节 中 ,已 经 得 到 ,在 温度 了 下, 唱 格 的 平均 热能 
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ED = 工 ({w(D + 二 jiui(9) (3.7.1) 


其 中 nn,(7) = [ev -1] ,表示 温度 了 时 , 波 矢 为 9\ 频 率 为 ws 的 平均 声 子 
数 , 求 和 号 对 所 有 3n 个 模式 求 和 ,因此 品格 的 定 容 比 热 容 
= EC(w,(g9)) (3.7.2) 


其 中 


WAC WR 


(3,7.3) 


C(w,(q) ) 代 表 模式 为 gs 的 声 子 对 晶体 比热容 的 贡献. 
由 于 4 在 9 空间 准 连 续 分 布 , 且 9 E 18Z , 式 中 对 9 的 求 和 可 用 积分 代替 : 


Vy po 
On) = a Eh 0)) (3.7.4) 


其 中 [为 9 空间 的 波 关 密 席 , 因为 C(w,(q)) 只 是 频率 的 函数 ,形式 上 式 
《3.7.4) 可 写 为 对 频率 积分 
G(T) = [LO (3.7.5) 


其 中 p(wm) 定 义 为 声 子 态 密度 , 它 表示 单位 频率 间隔 内 的 模式 数 ,应 满足 总 模式 
数 等 于 总 自由 度数 ; 


oo = 3nN (3.7.6) 
利用 8 丙 数 的 第 选 性 质 ,p(w) 可 写 为 
plw) = my [dvs(o -ww(9)) (3.7.7) 


它 表示 从 所 有 ui(g) 模 式 中 入 选 出 频率 为 w 的 模式 . 显然 有 
[ood = Eh node -0,0)) 
“ar Eh 
re 
=3nN (3.7.8) 


其 中 利用 了 02" = (2 ) MA,V = NO 
由 于 在 9 空间 ,频率 相等 的 所 有 模式 处 于 一 系列 连续 的 曲面 5,, 称 为 等 频 
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率 面 ,如 图 3.7.1 所 示 . 注意 到 td Sag, 
dg = dS,dg,, dw =1 Vw,(g) 1 dq, 
(3.7.9) 
其 中 45. 为 等 频率 面 S。 上 的 面积 元 ,d9, 为 9 空间 频 
率 为 w 和 w+dw 两 个 等 频率 面 间 的 距离 ,V ,w,(g) 
为 等 频率 面 的 梯度 , 则 式 (3.7.7) 可 写 为 沿 等 频率 面 
积分 : 图 3.7.1 4 帘 间 频率 为 


Vv 和 w+ dw 的 两 个 等 频率 面 
pl0) = Za, 5(w - w,(q)) 


Vv dS, 
pe Efrem ~ %,(9))dw,(q) 


V dS。 
“GT 人 
对 于 二 维 情况 ,等 频率 面 退化 为 等 频率 线 /,, 而 对 于 一 维 情况 ,由 于 色散 曲线 在 
布 里 渊 区 中 对 9 =0 是 对 称 的 ,每 支 色 散曲 线 只 有 两 个 等 频率 点 ， 于 是 声 子 谱 密 
度 公式 (3.7.10) 对 不 同 维 数 分 别 为 


v d5, 
Gr72JrsataT 三 维 情况 


“0 “13 
L 2 
2 Ttqj7a9T7 一 维 情况 
声 子 谱 密 度 反 映 了 旧 格 热 激发 的 主要 特性 \ 因 此 它 也 决定 了 唱 体 中 与 唱 格 振动 
相关 的 物理 过 程 以 及 宏观 物理 性 质 . 式 (3.7. 11) 是 谱 密 度 理论 的 常用 公式 ,可 
以 看 到 ,在 9 空间 声 子 群 速 v,= Yo(4) =0 的 那些 临界 点 附近 ,频谱 存在 局 部 
平坦 的 区 域 ,将 给 出 p(w) 的 奇 点 , 称 为 范 替 夫 (van Hove) 奇 点 . 因此 在 9 空间 的 
这 些 临界 点 9, 有 特别 重要 的 意义 . 
假定 9, 是 一 个 临界 点 . 因为 w(9) 是 4 的 连续 函数 , 它 可 以 在 9, 附近 作 泰 
勒 展开 至 二 次 项 ,在 主轴 坐标 中 写 为 
oq) = (3.7.12) 
其 中 =g -gq. 是 离开 临界 点 的 矢 起 距离 ,6, ,6, .6 分 别 是 在 局 部 主轴 坐标 中 专 
的 分 其 ,系数 w ,as .en 是 临界 点 附近 w(q) 对 4g 的 二 阶 导数 . 因为 一 阶 导 数 v= 
0. 所 以 展开 式 中 线性 项 为 0 
可 见 , 存 在 四 种 不 同类 型 的 临 
工 当 a vaa von 篆 小 于 0 时 ,q. 近似 对 应 w(q) 的 局 部 极 大 
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2. 当 ai oa .os 皆 大 于 0 时 ,4, 近似 对 应 w(9) 的 局 部 极 小 点 ; 

3. 当 es va 中 一 个 为 正 ,其 他 两 个 为 负 时 ,g, 对 应 alg) 的 第 一 类 鞍点 ; 

4. 当 am es was 中 两 个 为 正 ,一 个 为 负 时 ,4, 对 应 o(q) 的 第 二 类 鞍点 . 

图 3.7.2 表示 与 四 种 临界 点 对 应 的 
范 稚 夫 奇 点 , 除了 w,(9) 的 极 大 和 极 小 
点 之 外 ,5,、5; 分 别 对 应 w(4) 的 第 一 类 
和 第 二 类 鞍点 ,在 这 些 点 p(w) 的 一 阶 导 
数 不 连 续 , 

局 格 比热容 的 求 得 归结 为 声 子 谱 密 
度 的 计算 , 它 要 求 严 格 求解 晶 格 动力 学 。 图 3 7 2 不 同类 型 的 范 害 大 奇 点 
方程 ,以 得 到 正确 的 w (4), 下 面 我 们 用 两 个 极为 简化 的 模型 得 到 晶 格 比热容 的 
公式 ， 

二 、 爱 因 斯坦 模 型 和 爱 因 斯 坦 比 而 容 


爱 因 斯 坦 给 出 了 一 个 最 简单 的 晶 格 振动 模型 ,假定 晶体 中 nN 个 原子 以 同 
一 确定 频率 振动 , 实际 上 是 把 晶体 中 的 各 种 振动 模式 简化 为 单一 的 长 光学 波 模 ， 
由 于 长 光学 波 模 的 振动 频率 几乎 不 依赖 波 矢 ,因此 有 


(9) = ws (3.7.13) 
其 中 wr 称 为 爱 因 斯 坦 频率 . 由 式 (3.7.7) 得 到 爱 因 斯 坦 声 子 谱 密 度 ， 


mo = Eh dso -ww) 


=3nN8(w - ov) (3.7.14) 


可 见 爱 因 斯 坦 声 子 谱 密度 是 一 个 峰值 在 ws 处 的 8 函数 ,所 有 的 振动 模式 都 集 
中 在 ws 处 ,如 图 3. 7. 3 所 示 
o to 


图 3.7.3 
(4) 爱国 斯 坦 频 庶 。(b) 讲 密度 


由 此 得 到 爱 因 斯 坦 比热容 : 


114 第 三 章 晶 格 动力 学 和 品 体 的 热学 性 质 


人 = 全 co)anwa(o -de 


ze 


(e -1) 
爱 因 斯 坦 模 型 本 身 不 能 确定 w, ,必须 将 理论 值 C'(7) 与 实验 测定 值 比较 ， 
选择 最 恰当 的 we 使 之 在 全 温 区 与 实验 值 尽 可 能 符合 , 定义 Ti = fiw/h, 为 爱 因 
斯 坦 温度 . 由 式 (3.7.15) 可 以 给 出 高 温和 低温 极限 下 的 爱 因 斯 坦 比 热 容 , 当 
了 六 和 时， 


(3.7.15) 


CE = 3nNks (3.7.16) 
它 与 经 典 的 杜 隆 - 珀 带 比 热 容 一 致 , 当 T < Ti 时 ， 
:3nNk, (hor) er 
Ct m3 Nb( 人 站 (3.7.17) 


可 见 当 7r-*0 时 ,CY 按 指数 形式 趋 于 0, 因 此 爱 因 斯 坦 的 比热容 量子 理论 克服 了 
经 典 理论 的 困难 . 但 是 实验 结果 是 C,( 7) ~ 下 ,说 明理 论 的 粗粮 ,原因 在 于 爱 因 
斯 坦 模型 中 所 有 的 可 激发 模式 都 集中 在 ws 处 ,缺少 低能 量 的 激发 模式 , 爱 因 斯 
坦 模型 通常 被 用 作 声 子 谱 的 光学 声 子 部 分 近似 , 图 3. 7. 4 表示 金刚 石 比热容 的 
实验 值 与 爱 因 斯 坦 理 论 值 的 比较 , 


gs T 时 上- 
: 二 十 
测 国 昭 十 | 


TTe 


邮 3.7.4 金刚 石 的 爱 因 斯 坦 比 热 容 ( 丰 线 ) 与 实验 (空心 点 ) 比较 , 选 摊 7 =1 320 K 


三 、 德 科 模 俐 和 入 科比 执 容 
德 拜 将 品 体 作为 连续 介质 处 理 ,也 就 是 考虑 晶体 中 的 长 波长 声学 模 . 色散 关 


系 可 写 为 

w,(q) = cg (3.7.18) 
其 中 *= eye 分 别 对 应 长 波长 的 纵波 和 横 波 波 速 . 因为 理想 的 连续 介质 是 一 个 
无 穷 自 由 度 的 体系 , 且 对 波 数 4 无 限制 , 当 计算 系统 的 能 量 时 , 它 将 是 发 散 的 , 因 
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此 ,必须 强加 一 最 大 波 矢 go, 称 为 德 拜 波 和 欠 . ge 由 下 面 的 关系 确定 : 

en =0° (3.7.19) 
其 中 纪 " 为 晶体 倒 格 子 元 胞 体积 ,这 里 我 们 用 一 个 德 拜 球 来 近似 代替 布 里 渊 区 ， 
由 此 得 到 


和 [i (3.7.20) 

其 中 为 系统 元 胞 数 ,Y 为 晶体 的 体积 ,定义 平均 声速 3 = 上 + 全 ,可 以 得 到 德 
天 琢 止 频率 

wo = = [人 (3.7.21) 


我 们 常常 对 正点 阵 也 做 类 似 的 近似 ,用 一 个 半径 为 ,的 维 格 纳 - 塞 慈 球 来 
代替 实际 的 维 格 纳 - 塞 效 胞 ,它们 具有 相同 的 体积 ; 
mn = 0 (3.7.22) 
其 中 @2 为 正点 阵 元 胞 的 体积 , 因此 


mw = (于 )' 上 ， Mn 6n, (3.7.23) 


2 
换言之 ,再 学 模 的 截止 波长 稍微 大 于 元 胞 的 平均 半径 . 点 阵 将 不 允许 传播 波长 较 
短 的 波 ， 
由 上 面 的 假定 ,得 到 德 拜 志 子 谱 密 度 : 


v 网 
Plo) ta PrvaT 


， 
Wy 0 eo ew 


0 w > on (3.7.24) 
将 德 拜 声 子 谱 密度 代 人 式 (3.7.5) 得 到 德 拜 比热容 公式 : 


CG =f pao) Cw) do 


(3.7.25) 


令 #= fiw/ko7, 并 定义 德 拜 温度 go = hwo/h, ,得 到 


如 own(E) 让 Ce 
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-3 全) (3.7.26) 
其 中 ， 


Tr pef 
/0) = 人 2 i (3.7.27) 
称 为 德 拜 比热容 函数 . 在 德 拜 理论 中 ,特征 温度 还 是 待定 常量 , 它 可 以 通过 以 下 
两 种 途径 得 到 : 
(1) 从 固体 的 弹性 模 量 求 弹性 波 速 ,由 此 得 到 平均 声速 “, 再 从 
育 6m a) 


Ms pa 冯 (3.7.28) 


可 得 到 德 拜 温度 . 

(2) 选择 恰当 的 0, ,使 之 由 式 (3,7, 26) 可 拟 合 出 在 全 温 区 与 实验 数据 尽 可 
能 相符 的 曲线 . 

由 德 拜 比热容 公式 (3.7.26) ,可 以 得 到 在 高 温和 低温 极限 下 的 比热容 . 在 
高 温 下 ,7 了 > 00,6 <1,e m1 + 因此, 德 拜 比热容 函数 


ee 

而 德 拜 比热容 
CO? mm 3Nks (3.7.30) 
可 见 比热容 为 一 常量 ,与 经 典 比热容 一 致 在 低温 下 ,7 < 06,0,/T7 一 %, 于 是 德 

拜 比热容 函数 
/Aa ty df = 等-( 并 ) (3.7.31) 

而 

cf = rvs (ZL) (3.7.32) 


它 与 温度 的 三 次 方 成 比例 , 可 见 , 德 天 比热容 在 高 漫 区 和 低温 区 都 得 到 了 正确 的 
温度 关系 . 这 是 因为 系统 总 的 热能 
~ 《被 激发 的 模式 数 ) ，( 每 个 模式 激发 的 声 子 数 ) 。( 每 个 声 子 的 能 量 ) 

当代 交 6 时 ,所 有 模式 都 被 激发 ,与 温度 无 关 . 而 每 - 模 起 的 声 子 数 比例 于 温度 
不 因此 ,总 的 热能 比例 于 温度 ,比热容 与 温度 无 关 . 当 了 <e 0u 时 ,只 有 ja < 
的 模式 被 激发 ,也 就 是 在 4 空间 ,4 人 < 人 | 二 生 人 球体 内 的 模式 被 激发, 因 
此 被 激发 的 模式 数 = 7 ,每 个 模式 的 声 子 能 量 ~ 7, 总 的 热能 ~ 7 比热容 与 温 
度 刀 成 比例 
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但 是 ,如 果 德 拜 模型 是 精确 的 , 德 拜 温度 9。= hw。/hh, 应 该 是 与 温度 无 关 的 
常量. 不 幸 的 是 ,实验 结果 表明 bo 并 不 是 常量 . 图 3.7.5 表明 握 化 钠 的 9。 和 了 
的 曲线 . 从 图 中 可 以 看 出 ,曲线 在 40 K 处 有 极 小 值 . 在 较 高 温度 (100 TC ) ,9, 趋 
于 常数 281 K,b。 的 低温 极限 (7 一 0 K) 为 313 K ,两 者 也 不 一 样 . 这 说 明 模型 的 
粗粮 性 . 因此 要 比较 准确 地 给 出 C, 和 了 的 关系 ,必须 从 品格 振动 模型 严格 地 去 
得 到 声 子 谱 密度 , 下 面 我 们 将 严格 的 一 维 晶 格 模型 和 一 维 德 拜 模型 的 声 子 谱 密 
度 进行 比较 ,来 说 明 德 拜 模型 的 欠缺 . 一 维 晶 格 模型 的 色散 关系 由 式 (3.2.5) 


给 出 : 
wlq) 24 sin Dge| = on | 
(3.7.33) 
O00) 
320 
300 
280 
260 
0 中 打杂 一条 一 1 区 
几 3.7.5 氧化 销 的 和 了 的 关系 
声 子 谱 密度 
人 a 
Pi(w) = 21 Vat ms TO (3.7.34) 
而 一 维 德 拜 模 卉 的 色散 关系 是 
(9) = og gg = (3.7.35) 
由 此 可 求 出 声 子 谱 密 度 ， 
po(w) =- 电 =- 她 ， 0 四 so (3.7.36) 


其 ere -ono = >w。 图 3.7.6 给 出 一 维 蝇 格 模型 和 德 拜 


模型 的 色散 关系 和 声 子 谱 密度 . 可 见 在 极 低温 度 下 , 即 在 低频 范围 ,两 者 几乎 完 
全 符合 . 尽管 在 高 频 区 两 者 符合 不 好 ,但 是 在 高 温 下 ,所 有 模式 都 被 激发 ,这 种 差 
别 将 被 掩盖 掉 . 所 以 德 拜 模型 仍 可 得 到 正确 的 比热容 与 温度 的 关系 . 只 有 在 中 等 
温度 范围 ,品格 模型 将 有 比 德 拜 模型 较 多 的 可 激发 模式 . 因此 , 德 拜 模型 的 粗糙 
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性 变 得 十 分 明显 . 


用 3.7.6 一 维 品格 模型 和 一 维 德 理 异 型 
(9) 色 艇 向 线 w(9) 《b) 声 子 刘 密 度 曾 线 of) 


$3.8 晶 格 状态 方程 和 热膨胀 


有 了 正确 的 声 子 谱 密 度 , 就 可 以 从 微观 上 给 出 晶体 的 所 有 宏观 热力 学 最 , 诸 
如 内 能 UCT,W) ,自由 能 PC7,Y) 和 精 S(7,Y) ,从 而 讨论 晶体 平衡 态 的 热力 学 性 
质 , 本 节 首先 给 出 晶 格 状态 方程 VCP,Y,7) =0, 并 讨论 晶体 热 脱 胀 


一 、 自 由 能 和 格律 力 识 ( 忆 .Griineisen) 状态 方程 


1， 内 能 函数 
晶体 的 内 能 包括 基态 和 热 振动 能 量 两 部 分 ， 
UCTV) = (+ (3.8.1) 
基态 能 量 L"( Y) 只 是 体积 的 函数 , 前 一 节 已 经 给 出 了 总 体 的 平均 热 振动 能 量 ， 
UTD = [ntT) + nc) (3.8.2) 


式 中 (gq,s) 对 应 于 3nN 个 自由 度 ,n,, (7) =1/[e 
密度 , 求 和 可 以 变 为 积分 : 


UW (Tr) = 人 (二 


零点 振动 能 与 湿度 无 关 , 应 归并 到 与 振动 无 关 的 内 能 之 中 
2. 自由 能 
系统 的 自由 能 


一 1]. 如 果 知 道 了 声 子 谱 


1 
区 二 jiop(o)dw (3.8.3) 


F=U-TS= +r (3.8.4) 
式 中 ,=U(V) ,FY = U"(T,V) -75, 根 据 统计 物理 ,与 振动 有 关 的 自由 能 
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= (3.8.5) 


其 中 2 为 系统 的 配 分 函数 . 在 简 谐 近似 下 ,一 个 具有 3nN 个 自由 度 的 晶体 ,等 
价 于 3nN 个 独立 的 谐振 子 . 一 个 频率 为 w,(9) 的 振子 的 能 量 本 征 值 


ne = 0,1,2， ,0 


L 
‘, = (nn, 地 | 3.8.6) 
(9) = (ww +3)ho,(9) be i 这 
所 以 一 个 谱 振 子 的 配 分 丽 数 
Cr 
己 (3.8.7) 
RN 
由 于 3nN 个 振子 相互 独立 ,系统 总 的 配 分 函数 
= (3.8.8) 
于 是 由 式 (3. 8.,5) 得 到 
rm =475 [入 名 + (ew))} 
= pd (3.8.9) 


所 以 知道 了 声 子 谱 密度 , 便 可 求 出 系统 的 自由 能 己 = 到 + FY ,同时 求 得 系统 
的 精 : 


5 =- (办 (3.8.10) 
3 格律 力 森 方程 
在 晶体 自由 能 表达 趟 中 ,除了 L 外 , 格 波 的 振动 频率 w,(4) 也 是 宏观 参量 
了 的 函数 , 根据 热力 学 关系 ,可 以 得 到 系统 的 状态 方程 ; 


du 1 hw, (gq) 1 dln wo,(9) 
i A A 
但 是 各 振动 频率 w,(q) 对 VV 的 依赖 关系 很 复杂 ,因此 格律 乃 森 假定 ,对 于 所 有 振 
动 模式 它 近似 相同 ,并 为 一 常量 : 


(3.8.11) 


dln w,(q) 
i (3.8.12) 
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称 为 格律 乃 森 常量 . 因为 当 唱 体 体积 增 大 时 ,原子 间 相 互 作用 减弱 ,所 以 w,(9) 
随 Y 的 增加 而 减 小 ,y >0. 
在 这 种 假设 下 ， 


p= pn tpn (3.8.13) 
式 中 E(7) 是 系统 的 平均 热 握 动能 ,其 中 零点 报 动能 应 归 人 到 Un 中 , 方程 
(3.8.13) 称 为 下 体 的 格律 乃 条 状 态 方程. 通常 把 pn = - 遇 称 为 内 压强 , 它 与 
温度 无 关 , 起 因 于 原子 之 间 的 相互 作用 ,决定 于 内 聚 能 与 体积 的 关系 . 而 把 pw = 
全 称 为 热 压强 , 它 与 蜡 格 振动 有 关 , 是 温度 和 体积 的 函数 ,将 晶体 与 理想 气 
体 相 比较 ,可 以 估计 咎 体 热 压强 的 数量 级 . 在 室温 或 硝 高 温度 下 ,1 mol 康子 的 蝇 
体 平均 热能 ,根据 经 典 能 量 均 分 定理 ,=3Ns7 =3RT, 因 此 p= 38 而 对 


1 mol 原子 理想 气体 ph 于 是 有 pa 20 总 由 于 理想 气体 原子 间 无 相 


互 作用 ,平衡 时 热 压强 等 于 ， 外 压强 ， 例如 可 有 取 ps =1.01 x10* Fa, 而 V/V,~107， 
下 面 将 看 到 y~1 ~3, 因此 固体 热 压强 ps = 上 ,01 x10" Pa, 它 是 一 个 很 大 的 量 

在 有 限 温度 下 ,固体 中 热 运 动 导 致 的 热 压 强 与 原子 间 互 作用 导致 的 内 压强 
是 一 对 矛盾 的 对 立 面 , 它 们 有 具有 相同 的 数 基 级 , 平衡 时 ,外 压强 六 是 两 者 之 和 ,与 
Pa 和 pw 相 比 它 只 是 小 量 , 因此 pV 与 以 相 比 也 是 小 量 ,在 讨论 某 些 固体 热力 学 
问题 时 ,总 是 忽略 焙 用 = U +PY 与 内 能 U 以 及 吉 布 斯 自由 能 CG=U -73+py 与 
率 姆 夫 慈 自由 能 =U - 75 的 差别 ， 


二 、 热 脚 妥 及 由 挫 律 力 识 吴 条 


1 热 脱 胀 的 定性 解释 
格律 乃 森 方程 可 以 直接 用 来 讨论 蝇 体 的 热膨胀 . 热膨胀 是 在 给 定 外 压力 p 
时 ,体积 随 温度 的 变化 . 由 于 p 很 小 ,通常 不 予 考虑 , 由 格律 乃 森 方程 
(3.8.13) 有 
dp ,EOT) 
-kui 
图 3.8.1 给 出 了 L 与 V 的 关系 曲线 . 当 温 度 了 =0 时 , 热 振动 能 E(T) =0, 由 式 
(3.8. 14) 有 人 =0 ,原子 处 于 平衡 位 置 , 晶 体 的 体积 为 风 . 当 Tz0 时 ,如 果 y = 


(3.8. 14) 


0 仍然 为 零 , 则 原子 仍 处 于 平衡 位 置 , 唱 体 无 热 用 有- 因为 热 平 均 能 量 (7) 
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总 是 大 于 零 的 ,而 y>0, 因 而 0 >0, 这 表示 只 0" 


有 晶体 膨胀 AY 才能 保证 dd 针 素 为 正 ， 


2. 热膨胀 的 格律 乃 森 关系 
格律 乃 森 方程 可 以 写 为 与 气体 范 德 瓦 耳 
斯 方程 相似 的 形式 : 


(r+ WW) = yE(T) (3.8.15) 


在 体积 不 变 时 ,方程 两 边 对 了 求 偏 微分 有 


(EAR 
《3.8. 16) 


式 中 Cy 为 晶体 的 定 容 比 热 容 , 注意 到 热力 学 关系 : 


图 3.8.1 UP 与 V 的 关系 曲线 


( 纹 (3 的 人 则 ， (3.8.17) 
由 起 (3.8.16) 可 以 得 到 
Tc (其 ,( 纹 ， 
一 
= Ka (3.8.18) 
其 中 = 一 (中 ), 为 唱 体 的 体积 绚 性 模 量 ,a = 十 [中 为 热 脱 胀 系数 


式 (3. 8.18) 称 为 热膨胀 的 格律 乃 森 关系 它 给 出 了 y 与 可 测 物理 量 x.a、C, 之 
间 的 关系 , 测 出 这 些 物理 量 就 可 以 确定 格律 乃 森 常量 7, 对 于 一 般 的 晶体 ,y 在 
1 ~3 之 间 . 


王 、 驱 脑 腿 与 斐 请 的 应 


由 格律 乃 森 方程 可 以 讨论 热膨胀 , 它 告诉 我 们 热膨胀 决定 于 格律 乃 森 常 量 
,但 是 不 能 了 解 热膨胀 的 本 质 , 格律 乃 森 常量 表征 晶 格 振动 的 频率 与 体积 的 依 
赖 关系 ,下 面 以 一 维 原子 链 为 例 来 讨论 这 个 问题. 

一 维 单 原子 链 的 振动 频率 为 

wg) = an (do (3.8.19) 


式 中 只 有 力 常量 有 是 体积 Y 的 函数 ,因为 对 于 一 维 原子 链 , 体 积 就 是 链 长 Na ,其 
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中 为 原 胸 数 ,o 是 晶 格 常数 ,在 周期 性 边界 条 件 下 9 = 种 ,所 以 o9 = 


无 关 . 因此 ,格律 乃 森 常 量 


DE 

而 力 常生 是 原子 间 相 互 作用 势 在 平衡 位 置 的 一 阶 导数 ,有 = | 人 Vo), 
因此 由 式 (3. 8.20) 有 . 

y= (3.8.21) 


其 中 光 a) 和 六 (a) 分 别 表示 相互 作用 势 的 二 阶 和 三 阶 导数 , 图 3. 8, 2 示意 地 夯 
出 了 原子 间 相 互 作用 势 及 其 各 阶 导数 ,可 见 在 平衡 位 置 ,V(a) = 0,V(a) > 0， 
六 (a) < 0. 所 以 y > 0, 品 体会 发 生 热 膨胀 .假定 原子 间 相互 作用 是 严格 简 谐 的 ， 


相互 作用 势 是 顶点 在 平衡 位 置 的 抛物 线 ,那么 六 (4a) =0,y =0, 就 没有 热 脱 胀 ， 
因此 热膨胀 是 由 于 原子 间 非 谐 作用 引起 的 ， 


图 3.8.2 原子 间 相互 作用 势 及 其 各 阶 导数 


考虑 经 典 振子 相互 作用 势 的 非 谐 项 对 两 原子 在 温度 了 时 平均 间距 的 影响 ， 
可 以 理解 热膨胀 . 令 原 子平 衡 间距 为 a, 当 偏离 平衡 间距 5 时 ,相互 作用 势 在 平 
衡 位 置 附近 展开 有 


Va+8) =V(a) + 区 


)2 (3 ) 


/0° - g6’ 
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其 中 ,到 平衡 时 相互 作用 势 Va) =0, 而 一 阶 导数 ( 中 =0， 


过) (3.8.23) 
a 


了 和 8 均 大 于 0. 
采用 下 耳 效 曼 分 布 函 数 来 计算 温度 为 7 了 时 原子 的 平均 间距: 


(3.8.24) 


在 简 谐 近似 下 ,势能 展开 式 中 三 次 项 为 零 ,g =0, 有 
| erd8 


Be (3.8.25) 
[eas 


因为 上 式 中 分 子 是 5 的 奇 丽 数 , 积 分 为 零 . 可 见 , 在 简 谐 近 似 下 ,晶体 不 会 发 生 热 
脱 胀 . 在 非 谐 情 况 下 ,势能 展开 式 保留 到 三 次 项 ， 


[se rg 


日 (3.8.26) 
其 中 ， 
3, 8.27) 
(3. 8.28) 
于 是 得 到 
5 全 Ar>0 (3.8.29) 
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可 见 , 晶 体 可 以 发 生 热膨胀 . 由 式 (3. 8.29) 可 以 得 到 线 脱 胀 系数 : 


(3.8.30) 


它 与 温度 无 关 . 实际 上 ,在 势能 展开 式 中 保留 更 高 次 项 ,膨胀 系数 将 依赖 于 温度 . 


国体 能 带 论 是 布 洛 赫 ( 下 ,Bloch) 为 了 解决 金属 的 电导 问题 ,于 1928 年 创立 的 ,20 世纪 初 ， 
量子 力学 建立 ,首先 在 原子 物理 领域 取得 了 巨大 的 成 功 , 进一步 的 发 展 就 分 着 扬 钙 , 一 条 道路 
深入 到 原子 核 和 基本 粒子 等 更 微小 的 贪 域 , 另 一 条 道路 则 通 向 分 于 结构 和 国体 结构 等 具有 大 
重 粒 子 的 系统 , 1927 年 在 苏 丈 世 学 习 的 布 洛 直接 受 德 岩 (P, Deby?) 和 蔡 定 主 (E, Schrodinger) 
的 建议 去 了 莱比锡 大 学 ,在 海 霖 伯 (W, Heissenberg) 的 指导 下 攻读 博士 学 位 ,论文 的 题目 就 是 
关于 金属 电导 这 一 具有 挑战 性 的 问题 

在 量子 力学 问世 以 前 ,信和 鲁 特 (D, Drude) 和 洛 伦 诸 (H, A,Lorentz) 根据 金 属 具有 高 电导 
第 ,高热 导 率 和 高 反射 中 的 实验 事实 ,假设 金属 中 的 电 于 基本 上 是 自由 的 , 唱 格 页 挤 产 生 的 阻 
力 用 一 个 平均 的 弛 琼 时 间 去 唯 象 地 描述 , 应 用 经 典 的 玻 耳 癌 量 统计 去 处 理 电子 的 连 度 分 布 
经 典 的 自由 电子 气 模型 能 够 解释 狠 德 受 - 佛 兰 赣 ( Wiedeman-Franz) 的 经 验 定律 , 即 在 一 定 温 


度 下 ,所 有 全 和 的 娄 革 尼 k 和 电导 让 之 此 是 一 个 宙 量 ,生字 可/e, 它 表明 全 局 的 电 叶 和 


热 导 是 同一 种 载 流 对 引起 的 两 种 现象 . 但 经 典 理论 不 能 说 明 金 属 电阻 的 温度 关系 和 为 什么 在 
如 此 密集 的 离子 实 中 运动 的 电子 却 具 有 十 分 长 的 自由 程 . 更 重要 的 是 ,经 典 的 自由 电子 气 模 
型 不 能 解释 为 什么 这 些 自由 电子 对 比热容 的 贡献 却 秽 乎 其 佐 , 如 果 电子 有 计 分 的 自由 度 来 运 
载 电流 ,那么 那些 自由 度 同 样 对 比热容 用 贡献, 对 于 一 个 单位 体积 中 包含 让 个 离子 和 nn 个 自 
由 电子 的 系统 ,根据 经 典 理论 ,在 高 温 下 除了 数值 为 3Nks 的 点 阵 比热容 外 ,电子 应 该 提供 约 


六 nhs 的 才 外 比 扫 客 . 实际 上 外 局 和 起 壤 体 一 术 好 地 进 丛 隆 一 珀 天 (Dulong-Peii) 定 要 ,也 


子 比 热 容 可 略 去 不 计 , 这 是 对 经 典 自由 电子 论 的 著名 抗议 

池 利 ( 册 , Pauli) 和 案 末 菲 (A, Sommerfeld) 用 量子 力学 处 理 自由 电子 的 运动 . 他 们 用 计 入 
了 光 利 不 相 容 原理 的 费 米 - 狄 拉 克 ( FermiDirae) 统 计 代替 经 典 的 玻 耳 让 曼 (Boltzmann ) 统 计 ， 
成 功 地 解决 了 十 老 的 电子 比 热 客 之 过 ,得 到 了 简 并 的 觉 来 电子 气 的 比热容 大 大 低 于 经 典 电子 
的 比热容 值 , 只 有 在 极 低温 度 下 ,电子 比 热 客 才 显得 重要 . 同时 ,也 得 到 了 与 经 典 理论 形式 上 
完全 美 似 的 电导 率 公式 . 只 是 参与 比热容 贡献 和 电导 的 不 是 所 有 的 价 电子 ,而 仅仅 是 费 米 面 


1928 年 ,年 仅 23 多 的 市 洛 赫 对 此 提出 质 姑 ;" 我 从 来 都 不 明白 ,即使 是 一 种 近似 , 像 自由 
运动 那样 的 事 会 是 真 的 毕竟 一 根 充满 密集 离子 的 金属 丝 完全 不 同 于 ' 空 管 '". 人 们 怎么 能 息 
视 离子 场 呢 ? 这 个 场 局 部 地 强 列 到 竞 能 在 一 个 自由 原子 中 ， 来 缔 住 一 个 电子 ,无疑 ,传导 电子 
必定 被 离子 所 散射 . 但 是 ， 储 车 这 种 散射 果真 存在 , 它 又 怎么 能 不 作为 一 个 巨大 的 电阻 而 被 现 
察 到 呢 ? 在 当时 ,这 确实 是 人 们 面临 的 一 个 严 由 的 疑 是, 布 洛 赤 区 锐 地 注意 到 ,由 于 理想 晶体 
中 的 原子 按 虚 阵 规则 排列 ,电子 感受 到 的 是 一 个 严格 的 周期 势 , 它 所 受到 的 散射 也 不 是 无 规 
的 , 以 后 我 们 将 看 到 ,在 一 个 规则 的 周期 唱 格 中 ,存在 着 薄 定 启 方 程 的 许多 本 征 解 , 这 些 解 是 
一 些 周 期 调制 传播 的 波 ， 它 艳 不 被 天 射 也 不 末 减 ,因而 就 能 在 不 显示 电阻 的 情况 下 载运 电流 .， 
在 这 种 情况 下 ,传导 电子 似乎 就 看 不 见 理想 的 规则 点 阵 了 ,除非 晶体 中 的 原子 偏离 了 周期 性 ， 
多 真实 唱 体 姥 样 存在 着 杂质 、 纳 陷 或 晶 格 振动 ,否则 没有 产生 电阻 的 机 制 

国体 是 一 个 包括 众多 的 离子 实 和 电子 的 复杂 多 体系 统 . 能 带 论 只 是 一 个 近似 的 理论 , 它 
包含 了 以 下 三 个 基本 的 近似 : 

1 地热 近 似 ,在 处 理 国体 中 电子 的 运动 时 , 仆 定 离子 实 国定 在 格 位 上 不 动 

2， 单 电子 近似 ,用 一 个 平均 场 来 描写 电子 之 间 复 杂 的 相互 作用 ,这 样 系统 中 任 一 电子 都 
存在 一 系列 定 矶 ， 并 进一步 促 设 所 有 电子 在 这 些 定 态 中 的 分 布 过 从 党 米 - 狼 拉 克 统 计 . 各 个 
定 态 自然 都 要 按 哈 特 里 ~ 福 克 ( Hartree-Foek) 近 似 下 的 自治 方式 选 定 ,以 使 得 可 以 与 所 有 电子 
的 最 后 分 布 相 协调 ,这 样 就 把 一 个 多 电子 问题 简化 为 单 电子 问题 

3 电子 感受 到 的 势 场 ,包括 离子 实 势 场 和 电子 之 间 的 平均 场 ,是 一 个 严格 的 周期 性 准 场 . 
当然 ,对 于 一 个 有 限 的 晶体 ,应 用 玻 恩 - 卡 昌 (Bomn-Karman ) 边 界 条 件 去 协调 . 

于 是 ,能 带 论 的 核心 问题 是 求解 一 个 在 周期 势 场 中 的 单 电子 问题 ,基本 方程 是 : 


让 
[Nn = vn) 
Wr+R) = Wn) ,R= la, 


实际 上 仍 是 一 个 周期 场 中 波 的 传播 问题 . 与 太 格 振动 不 同 的 是 ,这 里 的 波 是 擅 布 罗 意 (1. de 
Broglie) 波 而 不 是 弹性 波 ， 这 里 涉及 的 方程 是 一 个 标量 方程 ,不 像 唱 格 扳 动 , 常 党 涉及 张 量 
方程 . 
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现在 我 们 从 晶 格 的 平移 对 称 性 出 发 ,来 讨论 周期 场 中 单 电子 运动 的 普遍 
规律 . 


一 、 平 物 算 符 ， 周 期 场 中 单 电子 状态 的 标志 


在 量子 力学 中 ,往往 用 一 组 量子 数 去 标志 一 个 状态 . 例如 ,不 考虑 自 旋 , 氢 原 
子 的 波 函 数 可 写 为 
Vr) = WnlT,0,p) = Ru(r)Y,,( 0,9) 
其 中 ,整数 对 应 于 哈密 顿 算 符 及 的 本 征 值 8, = 点 的 量 子 数 , 称 为 主 


8 reoann’ 


量子 数 ;整数 1 对 应 于 角 动 量 平方 算 符 人 的 本 征 值 已 = !(1+ 1) 尼 的 量子 数 , 称 

为 角 量 子 数 ;而 整数 m 对 应 于 算 符 的 本 征 值 4, = mi 的 量子 数 , 称 为 磁 量 子 

数 , 之 所 以 选择 "sm 去 标志 氢 原 子 的 状态 ,是 因为 这 些 算 符 是 可 以 对 易 的 , 即 
[RB] = [hb] = [bb] = 0 

因此 ,它们 具有 共同 的 本 征 函 数 , 


对 于 自由 电子 ,哈密 下 算 符 广 = - 上 Y; ,本 征 值 已 = 旦 全, 动 最 儿 符 广 


本 征 值 p= 有 乱 ,[ 有 ,Pp] =0, 也 是 可 以 对 易 的 ,它们 具有 共同 的 本 征 丽 数 几 = 
“因此 可 以 用 去 标志 它 的 状态 , 但 是 对 于 周期 场 中 运动 的 电子 ,哈密 顿 


算 符 与 动量 算 符 不 可 对 易 ,[ 广 , 户 ] #0. 显然 不 能 用 户 对 应 的 量子 数 大 去 标志 电 
子 的 状态 , 实际 上 ,此 时 电子 的 动 基 不 确定 
1. 平移 算 符 
晶体 最 重要 的 特征 是 具有 半 移 对 称 性 . 晶体 中 任 一 可 测 物 理 量 是 正点 隆 的 
周期 函数 , 定义 三 个 基本 的 平移 算 符 放 (a ) .人 (ai ) ,人 (qs) ,其 中 a .ai a 为 正 
点 阵 的 三 个 基 矢 ,使 得 对 任 一 函数 ， 
Fa)p(r) = ptr+a) 
全 (4.1.1) 
(a)p(r) = pr + Na,) 


很 显然 ,它们 是 可 以 对 易 的 : 


Ha) Ha yr) = a)plr+a) = plr+a +a) = Ka) F(a) ylr) 
即 


[Fe) ,fa)] =0 (4.1.2) 
另 一 方面 ,平移 算 符 从 4,) 与 周期 势 场 中 单 电子 的 哈密 顿 算 符 广 = -起 
Vr) 也 是 可 以 对 易 的 : 
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Ha) hip(r) = [- 去 Vat Vr + ea) ]elr+a,) 


[- 芝 wwnD]erye) 


= f(a )o(r) 
即 
[A,Fa)] =0 (4.1.3) 
推导 中 应 用 了 微分 算 符 中 变量 改变 一 常 矢量 不 影响 结果 ,V;.。= ,和 周期 势 
Vir+a,) = V(r) 
因此 , 疗 ,7a) ,六 (a,) ,人 (a) 四 个 算 符 具有 共同 的 本 征 函 数 ,可 以 用 它们 
所 对 应 的 本 征 值 的 量子 数 米 标志 周期 场 中 单 电子 的 状态 . 
2. 平移 算 符 的 本 征 值 及 其 量 于 数 
设 p(r) 是 及 和 (a,) 的 共同 本 征 汕 数 , 有 


Hp = Ep (4.1.4) 
Ha)p = A(a)y {4.1.5) 
其 中 ,是 请 的 本 征 值 ,n 为 主 量子 数 ,A(a,) 是 人 (a,) 的 本 征 值 , 由 于 
Ra) hp = BE 和 ea) (4.1.6) 
而 7(a,) 与 入 可 以 对 易 ,可 得 到 
hi(a)p = EFa)p (4.1.7) 


从 式 (4.1.4) 和 式 (4.1.7) 可 以 看 到 p 和 分 a,)w 是 哈密 顿 算 符 同 一 能 量 本 征 值 
的 本 征 函数 ,它们 只 能 相差 一 个 常数 ,事实 上 ,由 于 蝇 格 的 周期 性 V(r +a,) = 
WP ,电子 出 现在 与 r+a 处 的 概率 应 该 相同 ， 

Ia)pr) 1 = 1Ata)g(mD1 = 1e(r) | (4.1.8) 
但 A(a)p(7) xp(r) ,只 能 有 


1A(a) | =1 (4.1.9) 
另 一 方面 ,由 于 
Ha) f(a) ptr) = ACadA(a) yr) = plr+a,+a) 
{; (4.1.10) 
Ra, + a)plr) = A(a +a)p(r) = plr+a,+a) 
可 得 到 
Ala +a) = A(a)A(a) (4.1.11) 


为 了 使 平移 算 符 的 本 征 值 同时 满足 式 (4. 1. 9) 和 式 (4.1. 11) 可 取 
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et" (ai) 
A(a) ee (4.1.12) 
es = A(a) 


其 中 矢量 上 是 平移 算 符 本 征 值 对 应 的 量子 数 , 因为 它 并 不 是 动量 算 符 对 应 的 量 
子 数 ,人 也 不 是 粒子 的 真实 动量 ,常常 称 为 粒子 在 晶体 中 的 准 动量 , 
对 于 一 块 有 限 的 晶体 ,至 恩 - 卡 名 条 件 表述 为 
plr+Na) = 了 (eg(r) = ANa)pr) = plr) (4143) 


因此 
Ar(a) = eel 
量子 数 k 必 须 满足 
Nk a, = 27h, kea, = 2nh/N, 
Nk ai = 27hy, kea, = 27h/N, (4.1.14) 


Nk*ay =27nh, ka, =27nh/N, 
其 中 hh 为 整数 . 显然 将 大 写成 


(4.1.15) 


满足 式 (4.1.14) ,其 中 心 ,ba vb 为 例 格 撩 。 矢量 上 依赖 于 品 体 的 点 阵 结构 ,因为 
不 同 的 点 阵 有 不 同 的 倒 点 阵 基 矢 入 我 们 也 可 以 用 矢量 * 的 三 个 分 量 机 = 
有 LN =jaZNs sh = ZN 作为 平移 算 符 人 (ai ) ,?(a: ) (a ) 本 征 值 对 应 的 
址 子 灼 ， 


二 、 市 洛 埋 定理 和 市 洛 赫 波 


周期 场 中 单 电子 的 波 函 数 可 以 写 为 Wi(x) , 它 用 量子 数 ”和 上 来 标志 , 平移 

任 一 正 格 矢 ,Ri =1ai + as +hay, 有 
Wr + R) = HRWYr) 
= Fa) Fe (ad) F(a ) wr) 

Wr) = ep r) (4.1.16) 
这 就 是 布 洛 赫 定理 ; 当 平移 品格 矢量 R, 时 ,加 一 能 量 本 征 值 的 波 函数 只 增加 相 
位 因 于 ese 

根据 布 洛 赫 定 理 , 周 期 场 中 单 电 子 波 函 数 应 该 是 一 个 调幅 平面 波 : 

par) = eur) (4.1.17) 

其 中 调幅 因子 点 (r+ R,) = u(r) ,为 正点 阵 的 周期 函数 . 它 正 好 满足 布 洛 赫 
定理 : 
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pr+R) = er+R) 
= en. eu(r) 
= ef) (4.1.18) 
与 自由 电子 相 比 , 疡 体 周期 场 的 作 几 只 是 用 一 个 调幅 平面 波 取 代 了 平面 波 , 称 为 
布 洛 赫 波 , 它 是 一 个 无 衰减 的 在 品 体 中 传播 的 波 ,不 再 受到 品格 势 场 的 散射 . 


三、 市 洛 赫 波 能 说 特征 


1， 对 于 一 个 确定 的 上 ,有 无 穷 多 个 分 立 的 能 量 本 征 值 5,( 上 ) 和 相应 的 本 征 
函数 Wi(r) ,n=1,2,,% 
将 一 个 确定 大 的 布 洛 赫 波 代 人 能 量 本 征 值 方程 ,有 


-A vi Vr) er) = E(k)e u(r) (4.1.19) 
am 
用 。”“ 乘 式 (4.1. 19) 两 边 ,得 到 w(r) 满 足 的 方程: 
Pur) = E(k) u(r) (4.1.20) 
其 中 
eh 
= 育 + 丰 这 km (4.1.21) 
2 Tm 


用 


它 相当 于 对 广 = | -六 + V47)] 作 一 规范 变换 , 局 仍 然 是 厄 米 算 符 , 对 比 


式 (4.1 19) 和 起 (4. 1. 20) ,可 见 u(r) 对 于 算 符 记 和 (7) 对 于 及 的 本 征 值 相 
同 , 均 为 E(k), 由 于 (7) =wu(r+R,) ,方程 (4.1,20) 可 以 在 一 个 正点 阵 元 胞 
中 求解 ,属于 在 有 限 区 域内 的 厄 米 本 征 值 问题 ,应 有 无 穷 多 个 分 立 的 本 征 值 
8,(k) 和 眶 (7) ,因而 对 应 无 穷 多 巡 (m) ons1,2，vom 

2， 对 于 一 个 确定 的 ", 玉 (k) 是 上 的 周期 函 妇 有 (上 ) =E,(k+K,) ,Cr) = 
Wi(r) ,其 中 天 = Zh 为 倒 格 矢 


我 们 注意 到 : 
Wn (7) = 


Wn (7) = er [en(r)] = er 


Bis, (7) 
(4.1.22) 
其 中 加。《7) =e wh,n(7) 仍 然 是 正点 阵 的 周期 函数 . 将 由 ,mm (7) 代入 能 量 
本 征 值 方程 ,可 得 到 忆 ,n,(7) 满 足 的 方程 : 
Bu (r) = E(k+ RK) iar) (4.1.23) 
对 比方 程 (4.1.20) 和 方程 (4. 1.23) ,它们 完全 相同 . 因此 ,ww(r) 与 忆 (r), 即 
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迪 is 人 r) 与 内 (Cr) 有 相同 的 本 征 值 ,也 就 是 
(CD = Wim lr) 
依 涪 = E(k+K,) 
所 以 可 将 限制 在 一 个 倒 点 阵 原 胞 体积 内 . 通常 选择 限制 在 第 一 布 里 洲 区 范围 
内 , E18Z, 称 为 简约 波 失 . 
3 能 谱 成 带 结构 
既然 对 于 一 个 确定 的 " 值 ,B,(k) 是 大 的 周期 函数 , 则 必然 有 能 量 的 上 下 
界 ,使 得 一 个 ”不同 的 上 的 所 有 能 级 包括 在 一 个 能 量 范围 内 , 因为 晶体 有 宏观 尺 
度 ,的 取 值 准 连续 分 布 , 相 邻 分 立 能 级 相差 极 小 ,形成 一 个 准 连续 的 能 带 . 图 
4.1,1 给 出 一 维 晶体 能 谱 的 示意 图 , 图 中 只 画 出 三 个 能 带 ,原则 上 人 允许 无 穷 
多 带 . 


(4.1.24) 


BA) 


则 4.1.1 一 维 局 体能 带 示意 网 

4 能 谱 的 对 称 性 

能 谱 对 称 性 问题 的 严格 证 明 已 超出 本 书 的 讨论 范围 . 这 里 只 给 出 一 般 的 结 
论 :如 果 不 考虑 自 朋 -轨道 相互 作用 ,在 布 里 洲 区 中 , 品 体 能 谱 共 有 与 品 体 点 阵 
相同 的 宏观 对 称 性 . 若 0 为 晶体 的 点 三 操作 , 则 有 

GE"(k) = E(k) (4.1.25) 
特别 地 ,对 所 有 具有 时 间 反 注 对 称 性 的 晶体 能 庶 有 ,E,(k) =E,( -k). 因为 由 式 
(4.1.20) 有 
[- 共 vrvr) + Wk. vu) = ECO) 


(4.1.26) 
方程 两 边 取 共 罗 , 并 令 k-， -大 ,得 到 
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下 v: 
[- 关 +r) + 


NA 


2 


(4.1.27) 
对 比方 程 (4.1. 26) 和 方程 (4. 1.27) ,注意 到 能 量 本 征 值 必须 是 实数 E; ( -k) = 
5,( -如 ) ,结果 uw 与 避 满 足 同一 方程 ,于 是 有 
E(k) = E(k) (4.1.28) 
5， 等 能 面 垂直 于 布 里 渊 区 界面 
等 能 面 定义 为 在 空间 ,所 有 能 量 相等 的 构成 的 曲面. 由 于 布 里 渊 区 界面 
是 KK, 的 中 重 面 ,因此 对 应 于 下、 和 下, 的 一 对 布 
里 渊 区 界面 具有 镜面 反 演 对 称 , 设 4、8 为 布 里 渊 
区 的 两 个 界 而 ,m 为 镜面 反 演 面 ,a、b 为 布 里 浏 区 
界面 上 关于 m 对 称 的 两 个 点 ,它们 之 间 正 好 相关 
一 个 倒 格 失 KK,, 如 图 4. 1.2 所 示 ， 
过 a.b 两 点 等 能 面 的 法 线 为 
em) ViE(k) |, 图 4.1.2 布 里 洲 区 的 对 称 面 
位 办 VECK) |, 
根据 E(k) = ECk+K,) ,有 
tn 1。= VECk), |, 
VE(R)y | = VECk), |, 
也 就 是 等 能 面 法 线 的 垂直 分 量 和 平行 分 最 应 该 严格 相等 . 但 是 ,由 于 a.b 关 于 m 
镜面 对 称 必须 满足 


(4.1.29) 


ee: | VE(k), |, (4.1.30) 
VE(k), |, = VAECK), |， 
要 同时 满足 式 (4.1.29) 和 式 (4.1,30) ,只 有 

VE | = VECk), |,=0 (4.1.31) 


即 等 能 面 的 法 线 在 布 里 测 区 界面 上 的 垂直 分 革 为 零 ,等 能 面 必定 重 直 于 布 里 济 
区 界面 . 同样 也 可 以 证 明 ,等 能 而 垂直 于 布 里 洲 区 中 过 原点 的 对 称 面 . 

布 洛 赫 定 理 是 描述 周期 结构 中 ,一 切 波 传 播 特征 的 基本 定理 . 表面 上 看 , 似 
乎 声 子 与 电子 的 能 谱 特 征 存在 微 的 差别 , 例如 ,对 于 电子 原则 上 存在 无 限 
多 能 带 , 但 是 对 于 声 子 只 存在 有 限 支 频带 , 正如 我 们 所 知 , 一 维 单 原子 链 只 构成 
一 支 频带 :一 维 双 原 子 链 存在 二 支 频带 . 对 于 普遍 的 三 维 复式 品格 ,如 果 原 胞 中 
有 "个 原子 ,原则 上 只 存在 3" 支 频带 , 它 对 应 于 3nN 种 格 波 : 

Wo (gs) = A (qs)er™ 

它 并 不 是 标准 的 调幅 平面 波 . 那 是 因为 格 波 只 在 原 胞 中 诸 格 位 原子 上 有 定义 ,而 
电子 的 概率 幅 必 须 在 原 胞 中 所 有 位 置 上 有 定义 . 实际 上 , 格 波 中 的 4, (gq,s) 对 应 
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电子 的 (7) ,其 中 g 一 ks 一 n,(j,o) 一 7. 对 于 电子 ,ui(7) 是 一 个 元 胞 中 的 连续 
函数 ,而 对 于 声 子 4,,(q,s) 仅 仅 是 元 胞 中 的 分 立 数组 . 但 是 ,它们 都 具有 正点 阵 
的 周期 性 . 同时 格 波 不 同 于 概率 波 , 它 的 振幅 是 一 个 矢量 ,ro =1,2,3 表示 三 个 偏 
振 方向 

布 洛 赫 定 理 给 出 了 周期 势 场 中 单 电 子 波 函 数 和 能 谱 的 普遍 规律 固体 能 带 
的 具体 计算 ,取决 于 晶体 的 结构 和 晶体 原子 势 场 的 具体 空间 分 布 、 


$4.2 平面 波 法 
根据 布 洛 赫 定 理 , 周 期 势 场 中 单 电 子 波 函数 是 一 个 调幅 平 而 波 ， 
Wlr) = ur)e", keElBZ (4.2.1) 
其 调幅 因子 可 按 倒 格 矢 展开 ， 
Wr) = u(r+R) = DAL NC (4.2.2) 
其 中 R= 台 4a, 为 正 格 矢 ,K，= 了 hb, 是 相应 的 倒 格 矢 , 于 是 波 函 数 可 写 为 
a Ke (4.2.3) 
展开 式 的 系数 
1 i 
(KR) = 7 dr 
1 sr 
= wr A dr 
1 ET A 
= mm dr 
= a(k+K,) (4.2.4) 


它 是 宗 量 (k+,) 的 两 数 ,推导 中 应 用 了 如 (r) = 半 ,n,(7) ,因此 , 波 函 数 可 
写 为 


1 A 
P(r) = oD alk + ket™ 和 
(7) i (K+ K,)e (4.2.5) 


它 可 以 用 狄 拉克 符号 简单 写 为 
| 加)》 = Dalk+ Ek)|k+ Ry (4.2.6) 
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1 


其 路 +) = 一 二 二 e “为 一 平面 波 . 可 见 周 期 场 中 单 电子 波 丙 数 尾 一 


VN 
系列 相差 一 个 倒 格 矢 的 平面 波 的 肥 加 . 

为 了 求解 待定 系数 a(k+K,) ,将 波 函 数 式 (4. 2.6) 代 和 人 波动 方程 ,得 到 
BE+RT+HV- E+ RY =0 (4.2.7) 


式 中 ,T+V= 直 六 + V(r). 周期 势 可 作 傅 里 叶 展 开 : 


Vr)= z Re 


= V+ BYR 
=Y+Ar (4.2.8) 
其 中 
1 er 
VK,) = ime dr (4.2.9) 


为 平均 势 ,通常 取 为 0,AY 为 相对 于 平均 势 的 起 伏 . 
用 (t+ KR， | 作用 式 (4.2.7) ,注意 到 : 
(k++ Klk + KR) = Bn, 
| 尼 (4.2,10) 
TIkK+K) = ank + KR) Ik+K,) 
求 得 待定 系数 a(k+K,) 的 线性 齐 次 方程 组 


BZ{E + my ECG] + 《+ 本 TY + Ko))alk + Ko) = 


(4.2.11) 
式 (4.2. 11) 中 和 矩阵 元 


(RR+ KIVIk + Ky ey tA i 


= 南 |De 


VR -RD), KR, (4.2.12) 
方程 组 (4. 2. 11) 可 写 为 


(kt) EO) ]alk + KR) + BK- Kalk +k) =0 


(4.2.13) 
由 方程 组 (4.2.13) 系数 行列 式 为 零 的 条 件 , 可 得 到 确定 能 量 本 征 值 BE(k) 的 
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方程: 


tel| [是 (er = Bann + BV, Ko) -0 (4.2.14) 


因为 KK 和 KK。 让 及 所 有 倒 格 矢 , 原 则 上 式 (4.2. 14) 是 一 个 x m 阶 行列 式 , 记 为 
列 式 的 对 角 元 和 非 对 角 元 为 


[4Asae 上 


rr EE + RK): - E(k), 3K, = K, 
VOR, - Ky), GK Ks 

实际 计算 时 只 能 取 有 限 阶 行列 式 . 例如 取 100 个 平面 波 登 加 ,得 到 100 阶 的 

行列 式 . 由 式 (4.2.14) 得 到 E(k) 的 100 次 代数 方程 , 原则 上 可 解 出 100 个 能 基 

本 征 值 E(k) ,n=1,2,…,100 为 能 带 序号 . 因为 限制 在 第 一 布 里 渊 区 之 内 ， 

可 让 波 矢 沿 布 里 洲 区 的 某 些 对 称 轴 变 化 ,得 到 沿 这 些 对 称 轴 的 能 谱 £(k). 例如 

三 维 简 单 立方 品格 的 布 里 湖区 是 边 长 为 2 下 的 立方 体 , 布 里 渊 区 中 心 用 符号 三 


表示 ,立方 体 的 耐心 用 盛 表 示 ,三 点 和 X 点 的 连 线 用 4 表示 . 图 4. 2 1 示意 地 画 
出 波 矢 沿 4 轴 变 化 时 能 谱 曲 线 


周 4.2,1 三 维 简 单 立方 品格 
(4) 第 一 布 里 前 区 《b) 洛 上 轴 的 能 谱 , 只 夯 出 四 个 能 铂 


8$4.3 近 自 由 电子 近似 


平面 波 法 是 严格 求解 周期 势 场 中 单 电子 桦 定 记 方 程 的 方法 . 但 是 这 种 方法 
涉及 高 阶 行 列 式 的 求解 ,收敛 性 较 差 . 实际 运用 时 往往 采用 某 种 近似 方案 减少 行 
列 式 的 阶 数 , 使 之 便于 求解 E,(k). 假定 周期 势 场 的 空间 变化 十 分 微弱 ,AY 是 小 
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其 ,电子 的 行为 十 分 接近 自由 电子 ,AY 可 作为 微 拢 处 理 ,这 就 是 近 自 由 电子 近似 
方法 


一 、 堆 级 近似 


取 AV=0, 这 就 是 均匀 势 场 的 情况 ,电子 是 完全 自由 的 . 选择 Y=0, 电 子 的 
波 函 数 和 能 量 本 征 值 是 


pr) = 


(4.3.1) 
(kh) = 起 

电子 的 波 函 数 是 波 矢 为 的 德 布 罗 意 波 ,并 且 携 带动 量 航 , 如 果 是 无 穷 品格 , 波 

矢 大 可 连续 取 值 , 但 是 对 于 有 限 品格 ,假定 晶体 是 规则 的 平行 六 面体 , 沿 三 个 基 

矢 eve ,ai 方向 的 三 条 楼 的 边 长 分 别 为 Na Nay、Nyay,N = N,NsN, 为 元 胞 

数 , 应 用 玻 恩 - 卡 又 边界 条 件 ,下 4(r) = 殉 (r+N,a) ,容易 得 到 


Nk ra =2nh, i=1,2,3 (4.3.2) 
其 中 心 取 整 数 . 因此 ,可 取 波 矢 
加 hh hh hh 
= tb tb Rb (4.3.3) 


其 中 4b, 为 合格 子 基 矢 , 于 是 k 只 能 取 分 立 值 ,每 一 个 状态 在 动量 空间 所 占 的 
体积 为 


= 2m): 
= NI (4.3.4) 
由 于 NO 是 一 个 大 数 ,在 动 最 空间 准 连 续 ， 均 匀 分 布 ,其 者 度 为 
容易 证 明 , 波 函数 满足 正 交 归 一 条 件 ， 
fe Cn rr)ar = Br 
EY Nr) = 6(r-r') (4.3.5) 
二 、 非 简 并 租 批 
将 波 丽 数 式 (4.2.5) 改 写 为 
P(r) = E77 7 + Ke (4.3.6) 


设 AY 是 小 量 ,电子 的 行为 十 分 接近 自由 电子 的 情况 , 波 函 数 式 (4.3.6) 中 , 除 
4(k) 1 外 ,其 余 a(k+K,) 滨 为 小 量 . 男 外 ,因为 所 有 V(KK，- KK, ) 均 为 小 量 , 在 
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确定 待定 系数 o(k + 故 ,) 的 方程 式 (4. 2. 13) 中 ，, 仅 需 保留 一 阶 小 量 ,并 用 E(k) = 
起 代替 E(k) ,得 到 
[起 G+) -直人 ee 和) +VK,) = 0 (4.3.7) 


由 此 求 得 


ar 局) CE (4.3.8) 


Cr : 
台 [ 忆 - (t+ RD) 
代入 式 (4.3.6) 中 ,得 到 一 级 近似 波 函数 


1 3) 


or 
和 (7) = 一 天 二 e+ 一 天 二 了 一 一 一 一 
v 而 TE ] 
_ i (4.3.9) 
其 中 
VE) me (4.3.10) 


u(r) = 1 + 


它 满足 ww(r+ 有 Ri) = u(r). 
在 式 (4.2. 13) 中 取 玉 ,= 0, 并 将 a(K+ 后) 的 一 级 近似 解 式 (4.3.8) 代 人 , 即 
得 到 能 量 本 征 值 的 二 级 近似 解 ， 
La 
ED = 
2m 全 [ 
35- (k + K)?] 


， > 
nt (K+ R)] 


(4.3.11) 


从 式 (4.3.9) 可 以 看 到 ,考虑 到 周期 势 场 的 扰动 后 ,电子 的 波 丽 数 是 波 矢 为 

大 的 零 级 平面 波 与 所 有 可 能 的 散射 波 的 属 加 , 散射 波 加 入 的 份额 决定 于 它 与 零 
级 状态 的 能 量 差 和 (天 ) 实际 上 ， 

VR) = Ck+ KIVIkY = 击 人 De ar (4.3.12) 


就 是 k 态 与 &+K, 态 之 间 的 散射 矩阵 元 , 因为 散射 势 是 周期 势 ,散射 过 程 受到 严 
格 的 选择 定 则 的 支配 ,《k'| Vk》= 8w..x,,k 态 电子 只 可 能 被 散射 到 与 它 相差 
一 个 倒 格 矢 的 大 + 于， 态 . V(K,) 也 就 是 周期 势 对 下 的 傅 里 叶 系 数 . 

另 一 方面 ,上 述 波 函 数 和 能 谱 结 果 只 适用 于 起 I[R -Ck+R)]| > 


1 VCK,) | 的 情况 ,因此 电子 的 波 函 数 和 能 谱 十 分 接近 自由 电子 的 情况 . 
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三 、 莘 并 微 矩 


当 满 足 姑 (kk+K,)* =0 时 , 式 (4.3.9) 和 式 (4.3.11) 中 分 母 趋 于 零 ,导致 
发 散 . 非 简 并 微 扰 的 结果 不 再 适用 . 导致 发 散 的 原因 是 ,两 个 相差 一 个 倒 格 矢 的 
大 态 电 子 和 大 + KK, 态 电子 具有 相等 的 能 量 ,无论 怎 样 小 的 扰动 都 能 引起 两 个 态 
之 间 很 强 的 构 合 . 用 量子 力学 的 诸 言 来 说 ,这 是 两 个 能 量 简 并 的 状态 ,必须 用 简 
并 微 扰 来 处 理 . 于 是 在 所 有 散射 波 中 ,只 有 上 +K, 态 是 最 重要 的 ,其 余 散 射 波 篆 
可 忽略 . 波 函 数 可 简单 写 为 

| 如)》= a(k) RY + alk+ Kk) | 大 十 大》 (4.3.13) 
因此 ,在 平面 波 法 确定 待定 系数 a(k + ) 的 无 穷 多 方程 组 (4.2.13) 中 ,仅仅 保 
留 两 个 方程 ， 


[a ~ EC] + VO-K)alk+k) =0， 取 KK 一 0,K, 一 


[Er ny = ECR)]alk + Ko) + VK alk ) = 0， 了 肥大 +0， 


(4.3.14) 
相应 确定 能 量 本 征 值 的 无 穷 阶 行列 式 , 变 成 一 个 二 阶 行列 起 
a - E(k) Vi-K,) 
i =0 (4.3.15) 
VOK,) 2m (+ Rk)? ~ Ek) 
于是 可 解 出 能 量 本 征 值 : 
E,(k) = 1 + (k++R)] 二 
< 
ov] 
E(k) Es VR) | (4.3.16) 
其 中 应 用 了 条 件 KC -下 ) =V (KD 和 加 (Ck+) . 这 样 丙 个 能 基 简 并 


的 状态 简 并 消除 . 
四 、 布 里 湖区、 能 辽 、 能 带 和 茶 带 


在 上 面 讨论 中 ,我 们 已 经 看 到 ,对 于 满足 = (k+KK,)? 的 某 些 值 , 非 简 并 
微 扰 计 算 导致 发 散 . 这 个 条 件 可 以 写 为 


$4.3 近 自 由 电子 近似 139 


(+ (4.3.17) 


满足 上 述 方程 的 大 矢量 的 映 点 ,在 大 空间 确定 了 一 系列 的 平面 ,这 些 平面 就 是 倒 
格 矢 - K, 的 垂直 平分 面 ,如 图 4.3. 1 所 示 。 

所 谓 布 里 洲 区 就 是 ,在 空间 ,所 有 倒 格 矢 
达 的 垂直 平分 面 将 上 空间 分 割 成 若干 区 域 . 其 
中 包含 原点 的 最 小 闭合 空间 称 为 第 一 布 里 洲 区 ， 
完全 包围 第 一 布 里 谢 的 若干 小 区 域 的 全 体 称 为 
第 二 布 里 洲 区 ,…… 以 此 类 推 . 每 个 布 里 渊 区 的 
体积 恰好 等 于 倒 格 子 元 胞 的 体积 ,而 第 一 布 里 湖 图 431 方程 "4+ 三 太 ) =0 
区 就 是 倒 点 阵 的 WW -5 元 胞 , 确定 了 倒 格 矢 - ,的 算 直 平分 面 

例如 ,对 于 点 阵 常数 为 。 的 一 维 品格 ,第 


布 里 渊 区 的 边界 位 于 人 = + 工 处 , 它 包含 了 “空间 -二 < ks 工整 个 区 域 . 第 二 


A 


布 里 湖区 包 育 -2 <ks - 亚 、 亚 <ks2 亚 两 个 区 城 .第 三 布 里 消 区 人 包含 - 3 王 


2 2m 


<ks- <ks3 亚 两 企 区域 等 等. 每 个 布 里沙 区 的 宽度 都 是 2 ,等 于 便 


总 用 元 胸 的 宽度 

图 4.3.2 画 出 了 点 阵 常数 为 a 的 二 ine ,第 二 和 第 三 村 
区 , 其 中 第 二 布 里 渊 区 被 分 割 成 4 块 ,第 三 布 里 
渊 区 被 分 制 成 八 块 , 每 个 区 的 各 部 分 分 别 平移 适 
当 的 倒 格 矢 都 能 同 第 一 区 重合 . 

要 画 出 三 维 点 阵 的 各 个 布 里 请 区 是 一 件 困 
难 的 事情 . 通常 画 出 它们 的 第 一 布 里 测 区 , 

简单 立方 点 阵 的 倒 点 阵 仍然 是 简单 立方 点 
阵 . 因此 它 的 第 一 布 里 渊 区 也 是 一 个 立方 体 . 

体 心 立方 点 阵 的 倒 点 阵 是 面 心 立方 点 阵 . 取 
一 个 倒 结 点 为 原点 , 它 有 12 个 近邻 ,原点 与 它们 “图 4 3.2 二 维 正方 品格 


连 线 的 中 重 面 围 成 一 个 正 十 二 面体 , 它 就 是 体 心 的 布 里 渊 区 
立方 品格 的 第 一 布 里 渊 区 ,如 图 4.3.3(a) 所 示 . 
面 心 立方 点 阵 的 倒 点 阵 是 体 心 立方 点 阵 . 取 一 个 倒 点 阵 为 原点 , 它 有 8 个 最 


近邻 ,原点 与 它们 连 线 的 中 垂 面 围 成 一 个 正八 面体 ,但 是 原点 与 6 个 次 近邻 连 线 
的 中 垂 面 将 截 去 正八 面体 的 六 个 顶 角 , 因 此 面 心 立 方 晶 格 的 第 一 布 里 渊 区 是 一 
个 截 角 八 面体 ,也 就 是 一 个 十 四 面体 ,如 图 4. 3. 3(b) 所 示 ， 

根据 近 自由 电子 近似 , 当 上 矢量 落 在 布 里 渊 区 界面 上 时 ,电子 能 量 发 生 突 
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图 4 3.3 
(9) 体 心 立方 点 阵 的 第 一 布 电 湖 区 《b) 耐心 立 方 点 阵 的 第 一 布 里 湖区 


变 ,形成 宽度 为 E, =2 | V(K,) | 的 能 际 . 因此 ,属于 每 一 个 布 里 济 区 内 的 状态 
的 能 基准 连续 分 布 , 构 成 一 个 能 带 . 每 个 能 带 所 能 容纳 的 状态 数 为 


2x x0 =2N (4.3.18) 
其 中 0.0 分 别 是 正 , 倒 点 阵 初 基 元 胞 的 体积 ,N 为 元 胞 数 ,因子 2 是 考虑 到 电 


子 自 旋 简 并 的 结果 . 

两 个 能 带 之 间 存 在 一 些 相当 大 的 能 量 间隔 ,在 这 些 能 量 区 问 ,不 存在 薛 定 齐 
方程 的 本 征 解 , 称 为 林带 . 

图 4.3.4 画 出 了 一 维 近 自 由 电子 近似 的 能 谱 , 可 见 自由 电子 的 连续 抛物 线 


能 谱 , 在 布 里 湖区 界面 = 全 处 被 抽 断 ,发 生 能 量 的 突变 ,形成 宽度 为 2 | 内 | 的 


能 葬 , 从 能 量 轴 上 来 看 不 存在 这 些 能 量 对 应 的 量子 态 ,构成 禁 还 . 而 对 于 布 里 渊 
区 内 的 状态 能 量 准 连续 分 布 构成 能 带 . 

值得 注意 的 是 ,对 于 一 维 情况 ,由 于 方向 的 单一 性 ,能 陈 和 禁 带 一 一 对 应 , 但 
是 对 于 二 维和 三 维 情况 ,可 能 出 现 不 同上 方向 能 带 的 重 登 ,能 路 和 禁 带 可 能 不 一 
一 对 应 . 图 4. 3.5(a) 画 出 二 维 正方 晶 格 的 第 一 和 第 二 布 里 渊 区 . 根据 近 自由 电 
子 近似 ,每 一 能 带 的 状态 分 布 在 每 一 个 布 里 渊 区 内 . 沿 着 kw 方向 ,第 一 能 带 带 顶 
的 能 量 简单 写 为 


硬 (b) = 直 避 = 171 (4.3.19) 


这 里 我 们 简单 假定 W 点 周期 势 传 里 叶 系 数 为 V. 而 沿 着 名 方向 第 一 能 带 项 和 第 
二 能 带 底 的 能 量 分 别 为 
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和 
图 4.3,4 一 维 近 自由 电子 近似 的 能 谱 E(k) ,能 区 ,能 带 和 禁 带 


A 


图 4. 3.5 能 带 的 交 双 


间 
Ee -|| (4.3.20) 
EC) = 二 + il (4.3.21) 
这 样 ,如 果 
BU'Uhy) > Ba (hy) 
即 


生 ( 司 = 局 ) >210 (4.3.22) 
2m 


虽然 在 布 里 济 区 界面 上 都 存在 能 承 , 但 不 同上 方向 的 能 带 有 交 悟 . 因此 在 某 个 大 
方向 不 允许 的 能 量 状态 ,在 另 一 些 上 方向 却 允许 存在 ,从 能 量 轴 上 去 看 无 禁 带 ， 
如 图 4. 3.5(b) 所 示 . 


王 、 能 陈 的 成 因 
现在 讨论 能 隙 形成 的 物理 原因 , 根据 近 自由 电子 近似 ,能 隙 在 布 里 淹 区 界面 
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上 产生 ,当天 落 在 布 里 漳 区 界面 时 ,存在 一 个 与 它 相 差 一 个 倒 格 矢 的 状态 太 = 
+, ,它们 的 能 量 相等 , 即 满 足 


(4.3.23) 


这 就 是 布拉格 反射 条 件 . 为 简单 起 见 , 讨 论 一 维 情况 . 如 果 取 上 = -也 ,那么 ks 


和 波 函 数 是 自由 电子 模型 中 的 行 波 。 ”和 e” 的 线性 组 合 : 
p= ayg? + bhp, (4.3.24) 
待定 系数 a 和 4 由 方程 式 (4.3.14) 确 定 ,在 现在 的 情况 下 , 它 是 


[rt et 
Wa+ (Ey -Eb=0 
由 方程 组 系数 行列 式 为 0 的 条 件 ,可 解 出 
BE = 可 二 | (4.3.26) 
将 下, 代 人 方程 式 (4. 3, 25) ,得 到 
si Inlarrbno (4) = ET (4.3.27) 
外 
二 
E: lV latyb=0, (各 a (4.3.28) 
假定 ,为 实数 , 且 VW <0, 得 到 
es 
(人 #1 (4.3.29) 


内 此 ,相应 于 这 些 特殊 的 大 值 , 波 函 数 是 由 向 右 和 向 左 传播 的 行 波 "和 
等 量 构成 的 两 种 驻 波 ， 


pe.= ale™ -~ en] = En 六 (4.3.30) 
pafer +e™]= Ye (4.3.31) 


其 中 波 函 数 的 系数 是 由 归 一 化 条 件 确定 的 ,4 为 电 链 的 长 度 . 驻 波 ,的 概率 密 
度 分 别 为 


(4.3.32) 


(4.3.33) 


两 种 驻 波 描述 了 两 种 不 同 的 电子 状态 ,使 电子 倾向 于 聚集 在 晶体 中 不 同 的 空间 
区 域 ,具有 不 同 的 势能 . ,将 电子 聚集 在 离子 实 之 间 , 其 势能 较 高 yp _ 倾向 于 将 
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电子 聚集 在 离子 实 附近 ,其 势能 较 低 , 如 图 4. 3. 6 所 示 ,这 就 是 能 阶 的 成 因 . 如 果 
将 线性 链 的 势 函数 简单 取 为 


Ws) = 27eo 2 = (ete), <0 (4.3.34) 


图 4.3.6 能 承 的 成 因 


傅 里 叶 系 数 Y, = ,两 种 驻 波 态 的 平均 势能 差 


& = 上 aeo 2 Dain 地 Foon Jr = -2 =21%,1 


(4.3.35) 
它 正 好 是 期 待 的 能 隙 宽度 . 
晶体 中 电子 波 的 布拉格 反射 是 能 际 的 起 因 , 但 是 当 电子 的 波 矢 落 在 布 里 渊 
区 界面 ,满足 布拉格 条 件 时 ,是 否 一 定 产生 能 阶 , 那 还 决定 于 相应 的 周期 势 的 伟 
里 叶 分 地 是 否 为 零 , 一 般 地 维 晶 格 的 周期 势 可 以 写 为 


Vr) = SEU-R-) (4.3.36) 


其 中 U(r-R, ~r,) 是 第 1 个 原 胞 中 第 i 个 原子 的 局 域 势 ,V(r +R,) = Y(r) 是 正 
格子 的 周期 函数 , 它 的 伟 里 叶 变 换 是 


VK,) = 页 | 允 BUR re dr (4.3.37) 
令 #=r -Ri-r, 得 到 
VR,) = 这 Dee ute ag 


= Pe" /Ute "a 


= F(K,) (4.3.38) 
FR(K,) 就 是 晶体 的 几何 结构 因子 . 因此 车 R(K,) =0, 即 使 满足 布拉格 条 件 , 能 阶 
也 为 零 . 这 种 情况 通常 在 复式 晶 格 中 发 生 . 


记 、 阐 隐 波 二 下 和 自由 电 季 的 波 二 大 
在 近 自由 电子 近似 中 ,以 自由 电子 作为 零 级 近似 ,并 借用 自由 电子 的 波 矢 上 
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去 标志 周期 势 场 中 单 电子 状态 .k 是 动量 算 符 本 征 值 由 对 应 的 量子 数 , 它 可 以 
谢 及 整个 空间 . 其 波 函 数 仍然 是 一 个 调幅 平面 波 ， 
他人 = eu 人 (m) 
u(r +R) = lr) 
但 是 波 丽 数 和 能 谱 并 不 是 倒 空 间 的 周期 函数 ,属于 不 同 能 带 的 状态 ,分 布 在 不 同 
的 布 里 涛 区 内 . 
但 是 严格 地 说 ,周期 势 场 中 单 电 子 的 状态 应 该 用 简约 波 矢 去 标志 , 为 了 区 别 
起 见 , 用 :表示 简约 波 拓 ,限制 在 第 一 布 里 渊 区 内 . 任意 一 个 处 于 第 一 布 里 湖区 
外 的 上 都 可 用 简约 波 矢 不 表示 为 上 = 下 + 下， 波 函 数 式 (4. 3. 39) 形 式 上 可 写 为 


Wilr) = ee Le un lr)) 


(4.3.39) 


(4.3.40) 
= nr), kelBz 
式 中 (7) se ”is 人 7) 仍然 是 正点 阵 的 周期 函数 , 但 是 ,在 近 自 由 电子 近似 
中 小 态 与 下 态 并 不 同 态 , 因此 ,根据 布 洛 赫 定 理 将 近 自 由 电子 近似 下 的 能 谱 从 
第 一 布 里 渊 区 外 平移 一 个 倒 格 矢 K, 十 人 第 一 布 里 渊 区 时 ,为 了 区 别 它 是 由 哪 
-个 布 里 济 区 移 人 的 ,必须 引入 一 个 新 的 直子 数 ", 称 为 能 带 序号 ,并 将 原来 的 
波 函 数 式 (4. 3. 40) 写 为 
[er = 


wr) hp, 
这 样 ,为 了 用 简约 波 矢 来 标志 近 自由 电子 的 状态 ,需要 标明 , 它 是 属于 哪 一 个 能 
带 ,n=?, 以 及 它 的 简约 波 撩 =?, 如 图 4.3.7 所 示 ， 


A) 


(4.3.41) 


图 4.3.7 利用 布 治 赫 定理 ,用 简约 波 矢 表示 近 自 由 电子 近似 的 能 带 


七 、 能 带 的 能 区 图 式 
像 近 自由 电子 近似 那样 ,将 不 同 的 能 带 绘 于 大 空间 中 不 同 的 布 里 渊 区 内 , 称 
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为 扩展 能 区 图 式 (extended zone scheme). 根据 布 洛 赫 定理 ,k 和 大 + 天 , 是 等 价 
的 ,k 的 取 值 限制 在 第 一 布 里 洲 区 内 ,因此 可 以 将 所 有 能 带 E(k) 绘 于 第 一 布 里 
渊 区 内 , 称 为 简约 能 区 图 式 (reduced zone scheme), 第 一 布 里 渊 区 也 常常 称 为 简 
约 布 里 渊 区 , 由 于 E,(k) 是 的 周期 函数 ,有 时 在 每 一 个 布 里 湖区 中 绘 出 所 有 能 
带 ,对 一 些 问题 的 处 理 更 方便 一 些 ,这 种 图 示 方 式 称 为 周期 能 区 图 式 ( repeated 
zone scheme). 图 4. 3.8 绘 出 了 点 阵 两 个 能 带 的 不 同 能 区 图 式 ， 


rs 


玫 4.3.8 一 维 点 阵 的 能 区 几 式 
《9 扩展 能 区 用 式 {b) 简约 允 区 用 式 (e) 周期 的 能 区 孜 起 


时 于 二 维和 三 维 情况 ,往往 绘 出 等 能 线 或 等 能 面 是 方便 和 非常 有 意义 的 , 在 
这 种 情况 下 ,只要 等 能 而 (或 等 能 线 ) 与 布 里 测 

区 界面 相交 ,就 会 发 生 等 能 面 的 不 连续 , 图 
4.3.9 夯 出 自由 电子 球形 等 能 面 , 当 它 越 过 布 时 
洲 区 界面 0 点 时 ,分 裂 成 双 曲 而 的 截面 图 , 在 区 
域 的 内 侧 等 能 面 为 $ 支 ,外 侧 为 8 支 ， 

图 4.3. 10 而 出 了 二 维 长 方 唱 格 的 两 个 布 里 
湖区 ,以 及 两 个 能 带 等 能 而 的 不 同 图 式 . 从 扩展 
能 区 图 式 中 ,可 以 看 到 在 布 里 洲 区 边界 ,等 能 面 、 央 和 9 在 布 时 测 区 界 而 处 ， 
的 不 连续 . 而 在 所 有 能 区 图 式 中 ,都 可 以 看 到 等 jr 
能 面 与 区 界 垂直 . 在 周期 能 区 图 式 中 我 们 可 以 发 现 有 些 等 能 面 是 闭合 的 ,有 些 是 
不 闭合 ( 开放) 的. 在 能 基 的 极 值 点 附近 ,等 能 面 往往 是 闭合 球面 

近 自由 电子 近似 对 于 相当 多 的 价 电子 为 电子 或 p 电子 的 金属 ,甚至 对 于 
许多 半导体 ,是 一 个 很 好 的 近似 . 这 似乎 令 人 感到 惊讶 ,因为 价 电子 在 离子 实 区 
附近 ,感受 到 的 势 场 不 应 当 是 一 个 平缓 变化 的 场 . 这 一 点 我 们 将 在 后 面 的 吴 势 广 
法 中 说 明 
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FA 
第 一 能 全 
(9 


几 4 3.10 二 维 长 方 点 阵 两 个 能 带 的 能 区 癌 式 
《4 扩展 能 区 间 趟 《b) 简约 能 区 图 式 《e) 周期 能 区 图 式 


至 此 ,我 们 讨论 了 周期 势 场 中 单 电子 运动 的 规律 ,这 里 所 得 到 的 代数 公式 和 
几何 构造 也 适用 于 X 射线 衍射 动力 学 理论 . 在 第 一 章 中 讨论 X 射线 运动 学 理论 
时 ,我们 忽略 了 电 体 中 入射 东 与 衍射 东 之 间 的 相互 作用 . 实际 上 ,在 周期 结构 中 
传播 的 X 射线 ,不 能 用 单一 波 矢 上 的 平面 波 去 描述 , 它 应 该 是 一 个 布 洛 赫 波 ,也 
就 是 一 系列 相差 一 个 倒 格 矢 的 平面 波 的 从 加 . 特别 是 在 满足 或 接近 满足 布拉格 
条 件 , 即 入 射 波 撩 落 在 布 里 洲 区 界面 附近 时 ,一 个 能 量 与 之 相等 且 相 差 一 个 倒 格 
矢 的 平面 波 被 激发 . 这 样 至 少 两 个 波 的 混合 必须 考虑 . 从 麦克 斯 书 (J.C. Max- 
well) 方 程 出 发 ,可 以 得 到 类 似 于 方程 式 (4.3. 16) 的 光子 能 量 ( 频率 ) 作 为 波 矢 函 
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数 的 二 次 方程 ,产生 能 时 的 分 型. 结果 导致 X 射线 速度 色散 ,得 到 如 图 4.3.11 
所 示 的 色散 面 . 

在 不 考虑 介质 折射 率 的 情况 下 两 个 “自由 光子 "的 半径 | 
为 和 上 +K, 的 球形 等 能 面 应 该 相交 于 布 里 洲 区 界面 的 0 
点 . 它 就 是 厄 瓦 德 (P,P, Eward) 反射 球 的 球 心 . 如 果 考虑 这 
两 束 光 的 霄 合 ,点 0 将 辟 裂 成 两 支 双 曲 面 ,它们 应 与 布 里 洲 
界面 垂直 , 因此 自 色散 面 上 任意 一 点 ,例如 5 或 5' 向 点 和 
@ 点 作 矢量 ,都 是 晶体 内 可 能 激发 的 波 矢量 , 在 这 个 意义 
上 ,色散 面 上 的 每 一 点 部 可 以 看 作 是 反射 球 的 球 心 , 换 计 
之 ,在 动力 学 理论 中 反射 球 的 球 心 扩展 成 了 一 个 色散 面 , 反 户 四 
射 球 心 的 具体 位 置 当然 由 实际 人 射 光 的 方向 多 定 , 由 此 可 向 4 3 11 六 前 二 和 
见 ,在 动力 学 理论 中 ,不 只 在 固定 的 布拉格 角 9 处 产生 反映 动力 学 的 色 玫 曾 
射 ,而 是 有 一 个 角 范 围 , 这 个 范围 称 布拉格 反射 区 , 其 大 小 
由 色散 面 来 确定, 来 自 两 支 色散 而 上 激发 波 的 干涉 ,将 导致 丰富 多 彩 的 衍射 动力 
学 效应 , 通常 仅仅 对 于 结构 十 分 完整 的 晶体 ,衍射 动力 学 效应 才 显得 重要 . 对 于 
非 完整 晶体 ,这 些 效应 常常 被 扼 盖 捧 
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在 平面 波 法 中 ,我 们 将 布 洛 灰 波 按 平 面 波 展 开 表示 , 另 一 方面 , 布 洛 替 波 也 
可 以 用 一 组 正 交 、 沈 备 的 局 域 函数 基 展 开 得 到 


一 、 星 尼 尔 (Wannier) 西数 
由 于 布 洛 赫 函 数 Yi(r) 是 倒 点 阵 的 周期 函数 ,可 以 按 正 格 矢 展开 : 


Pr) = ir) = 入 me 时 (4.4.1) 
其 中 a,(Ri,r) 称 为 旺 尼 尔 函 数 ， 
FE "Wr) 


Pe ur -~R), kelpz (4.4.2) 


a(Rir) = 


可 见 旺 尼 尔 函 数 只 是 宗 量 (7 - R,) 的 函数 ,也 就 是 以 格 点 R, 为 中 心 的 局 域 函数 ， 
记 为 a,(Ri,r) =a,(r-R). 
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这 样 我 们 用 不 同 能 带 ”\ 不 同类 的 布 洛 赫 丽 数 ,定义 了 一 组 不 同 能 带 ,不 同 
格 点 RR 的 旺 尼 尔 函 数 . 利用 布 洛 赫 函数 的 正 交 性 和 完备 性 ,不 难 证 明 旺 尼 尔 函 
数 也 构成 正 交 , 完 备 的 函数 集 

1， 旺 尼 尔 函 数 的 正 交 性 


fa rR),lr -Ro)dr= pa fe wnar 


六 也 有 本 


bE ns 


= Saar Bo (4.4.3) 


其 中 ， 
en G4) 


不 同 格 点 R 旺 尼 尔 函 数 的 正 交 性 ,进一步 说 明了 它 的 局 域 特性 
2， 旺 尼 尔 函 数 的 完备 性 


EBP-R er -RD) = EEE Ew 
= Eo EW wr) 
= FE wr) 


= 8(r-r') (4.4.5) 
其 中 应 用 了 


i (4.4.6) 


> en 


由 此 我 们 已 经 看 到 ,可 以 由 一 组 扩展 的 布 洛 赫 函 数 线性 状 加 得 到 定 域 的 旺 尼 尔 
函数 , 反 过 来 也 可 以 由 一 组 定 域 的 旺 尼 尔 函 数 定义 扩展 的 布 洛 灰 函数 . 式 
(4.4.1) 和 起 (4.4.2) 正 是 布 治 赫 函数 和 旺 尼 尔 函 数 之 间 的 变换 关系 


二 、 药 来 乔 这 伺 


前 面 我 们 证 明了 周期 势 场 中 单 电 子 波 函数 可 以 用 一 组 正 交 、 完 备 的 定 域 函 
数 展开 得 到 
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Wn) = 调 (4.4.7) 


这 里 的 讨论 都 是 严格 的 . 关键 问题 是 要 如 何 选择 一 组 旺 尼 尔 函 数 . 作为 一 种 近 
似 , 假 定 唱 体 中 每 个 原子 的 势 场 对 电子 有 较 强 的 束缚 ,电子 的 行为 十 分 接近 孤立 
原子 中 的 电子 , 这 样 可 近似 地 用 孤立 原子 的 定 域 波 函 数 w,(r - R,) 作 为 旺 尼 尔 
函数 a,(r -RR,) , 它 满足 孤立 原子 势 场 下 的 薛 定 谓 方 程 : 


-vv -RV)o(r-R) -er-R) 0448 
2m 
其 中 U(r - 届 ) 为 孤立 原子 的 势 ,指标 二 相当 于 孤立 原子 波 函数 的 ，P,d\/ 等 不 
同 轨道 .于 是 ,周期 势 场 中 单 电子 波 函 数 式 (4. 4.7) 可 近似 地 写 为 
Wlr) = 高 (4.4.9) 
它 是 一 个 调幅 平 而 波 : 
Wn)= 谢 " Fe "ora)] 


= esl) 


VN 
其 中 由 (r+R) = 凡 (r) ,是 正点 阵 的 周期 函数 , 这 样 由 原子 的 轨道 波 函数 线性 
组 合 得 到 品 体 中 共有 化 轨道 波 函 数 . 称 为 紧 东 缚 近似 或 原子 轨道 线性 组 合法 . 我 
们 说 这 是 一 种 近似 , 那 是 因为 不 同 阁 位 孤立 原子 的 波 承 数 通常 并 不 正 交 , 除非 这 
些 波 函 数 之 问 交 香 很 少 ,可 以 近似 认为 它们 正 交 : 


foi Cr = Rpr = Ro)dr ~ sun (4.4.10) 
将 波 画 数 (4.4.9) 代 入 周 期 势 场 中 单 电子 的 酬 定 齐 方 程 ,得 
2 1 
Zé V+ Vr) -E00] 
其 中 周期 势 Vr) = 罗 Vr -Ri). 利用 式 (4.4.8) ,得 


Wp (r-R) =0 (4.4.11) 


; 让 -ECD) + Vr) -U(r -Ri) lp (rR) =0 


(4.4.12) 
左边 乘 ws (7 -RR,) 并 积分 ,并 利用 正 交 关系 式 (4. 4. 10) 得 


本 
呈 - ED1+ 畔 所 
[E, -E(kK)]+ 2 
9s(r-Rr)dr=0 (4.4.13) 


VN 


foi (rROLV) -UCr -Ri)] x 
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令 专 =7r-Rr, 上 式 中 的 积分 可 写 为 
fps [§ (Ri RVIVE) -UC#) Jp.(8)d$ 
JR ~ Ri) = J(R,) (4.4.14) 


可 见 它 仅 为 格 位 差 R, = R -及 ;的 函数 . 图 4.4.1 给 出 R=0 时 ,V(#) -U(#) 的 
示意 图 . 


图 4.4.1 VE) -UU(E) 示 意图 
由 式 (4.4.13) 和 式 (4.4.14) ,可 解 出 电子 能 谱 ， 
E(k) = E,~ Pia)e 和 (4.4.15) 


由 于 在 紧 东 缚 近似 下 ,各 格 位 上 扳 立 原子 的 波 冰 数 之 间 交 得 很 少 , 式 中 求 和 只 沙 
及 最 近邻 项 取 R,=0 时 ， 


J(0) i AC U(6)11e,06) |?d (4.4.16) 


称 为 蜗 场 辟 腹 , /(0) 一 般 大 于 零 且 数值 不 大 ,这 是 因为 在 | p,(#) |* 较 大 处 
VE) - U() 是 接 反 十 零 的 负数 . 当 R,x0 时 ,J(R,) 称 为 交 得 积分 . 式 (4.4.15) 
可 写 为 


ma 5 
E(k) Ey(0) ~ ZR y (4.4.17) 


全 为 在 式 (4.4.17) 中 ,大 限制 在 第 一 布 里 湖区 中 , 取 放 个 准 连续 的 值 ,于 是 一 个 
孤立 原子 的 能 级 分 效 成 由 A 个 准 连续 分 布 能 级 构成 的 能 带 ,能 带 的 中 心 相对 于 
原子 能 级 5, 有 一 个 小 的 平移 - J(0). 从 上 面 的 讨论 可 见 ,在 启 个 原子 相距 较 远 
时 ,如 果 原 子 的 波 函 数 不 交 耸 , 整 个 体系 的 单 电子 态 是 N 重 简 并 的 . 当 N 个 原子 
形成 品格 时 ,由 于 近邻 原子 波 函 数 的 交 车 , 必 重 简 并 消除 , 展 宽 成 能 带 . 个 简 并 
孤立 原子 局 域 态 变 为 个 由 不 同 k 标 记 的 扩展 态 . 电子 退 局 域 , 动 能 将 降低 . 
现在 以 简单 立方 晶 格 中 ,原子 的 。 态 电子 构成 的 能 带 为 例 ,来 说 明 上 述 结 
果 , 对 于 简单 立方 品格 ,每 个 原子 周转 有 6 个 最 近邻 原子 , 曲 格 矢量 R, 分 别 为 
(#4,0,0) .(0, +a,0) 和 (0,0, a).s 态 电子 波 函 数 p,(r) 是 球 对 称 的 ,s 态 波 
函数 具有 侦 宇 称 ,p,(r) = p,( -r) ,最 近邻 交 秋 积分 同 到 为 由. 由 式 (4.4.17) 
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得 到 
E(k)=E, -J -he +te rer +e .+e +e) 
=E, -J, -2 (cos ka + cosha+coska) (4.4.18) 
能 带 的 极 小 值 出 现在 布 里 渊 区 的 中 心 =0 处 ， 
Bon = E, -J -6 (4.4.19) 


极 大 什 出 现在 k= ( + 王 ,=+ 王 ， 


(4.4.20) 
能 带 的 宽度 

AE = En - Ew = 127, (4.4.21) 
由 此 可 见 , 能 带 的 宽度 直接 与 交 得 积分 有 关 , 原子 之 间 波 丙 数 的 交 稚 积 分 傅 大 ， 
能 带宽 度 意 宽 , 相对 而 言 ,外 层 电子 的 波 函 数 交合 较 多 ,对 应 的 能 带 较 宽 ,而 内 层 
电子 所 对 应 的 能 带 较 窗 , 图 4.4.2 表示 能 带宽 度 随 原子 间距 离 的 变化 . 

在 紧 东 缚 近似 下 ,能 带 由 原子 能 级 演化 而 如 
来, 能 带 常常 用 原子 能 级 的 量子 数 标记 ,例如 
3s,3p,3d 带 等 , 但 是 能 带 与 原子 能 级 的 对 应 
关系 ,常常 由 于 不 同 能 级 之 间 的 重 得 变 得 复杂 
起 来 . 在 原子 能 级 简 并 时 ,如 p 态 是 三 重 简 并 
的 ,d 态 是 五 重 简 并 的 , 非 简 并 情况 下 的 紧 东 
张波 函数 (4. 4.9) 应 做 推广 , 计 和 各 轨道 的 线 ol 
性 组 合 ， 


原子 间距 本 


1 团 4.4.2 能 带宽 度 随 原子 
br) = BOAk) 万 3 人) 间距 恋 化 关系 


其 中 对 应 于 单 原子 的 相关 原子 能 级 ,的 所 有 波 函 数 9 而 系数 C,() 则 由 
其 为 桦 定 请 方程 的 解 的 要 求 加 以 自 洽 求解 . 


$4.5 正 交 平面 波 法 


在 §4.2 中 ,我 们 讨论 了 平面 波 方法 . 乍 看 起 来 , 它 是 种 严格 求解 周期 势 
场 中 单 电子 波 函 数 的 方法 ,物理 图 像 也 很 清楚 . 但 是 平面 波 法 有 一 个 致命 的 弱 
点 ,就 是 收敛 性 差 , 要 求解 的 本 征 值 行列 式 阶 数 很 高. 原因 是 固体 中 价 电子 的 波 
函数 ,在 离子 实 区 以 外 是 平滑 函数 ,而 在 离子 实 区 有 较 大 的 振 菏 ,以 保证 与 内 层 
电子 波 函 数 正 交 . 要 描述 这 种 振 落 波 函数 ,需要 大 量 的 平面 波 . 


152 第 四 章 能 带 论 


1940 年 赫 令 (Herring) 提 出 了 一 种 克服 平面 波 法 收敛 差 的 方案 . 原则 上 , 固 
体能 带 可 分 为 两 类 :一 类 是 内 层 电 子 的 能 带 , 它 是 一 种 窄带 . 内 层 电子 的 状态 可 
以 用 紧 东 缚 波 函 数 (4.4.9) 式 来 描述 ,用 狄 拉克 符号 可 以 写 为 


1) = 译 1? (4.5.1) 


它 满足 
Pl) = By), (po lp) = 8 (4.5.2) 


其 中 ,入 是 品格 哈密 顿 算 符 ,E, 是 内 层 电子 能 带 ,e 表示 内 层 电子 波 函 数 的 量子 
数 , 另 一 类 是 外 层 电子 的 能 带 , 它 是 一 种 宽带 . 特别 地 ,我 们 把 最 高 被 电子 占 满 的 
能 带 称 为 价 带 ,而 把 最 低空 带 或 半 满 带 称 为 导 带 . 固体 的 物理 性 质 主要 决定 于 价 
带 和 导 带 中 的 电子 

于 导 带 或 价 带电 子 ,离子 实 区 和 离子 实 区 外 是 两 种 性 质 不 同 的 区 
域 ,在 离子 实 区 处 ,电子 感受 到 弱 的 势 场 作用 , 波 函 数 是 平滑 的 ,很 像 平面 波 , 而 
在 离子 实 区 由 于 强烈 的 局 域 势 作用 , 波 函 数 急剧 振荡 . 因此 最 好 用 平面 波 | 大 + 
有 ) 与 壳 层 能 带 波 函 数 | w,) 的 线性 组 合 来 描述 价 带 和 导 罕 电子 的 布 洛 赫 波 
函数 : 


I = Bok 有 I++ DB.) (4.5.3) 


式 中 第 二 项 的 求 和 遍及 MH 个 内 层 电子 态 , 求 和 系数 8, 由 下 面 的 正 交 化 条 件 
决定 : 

(Yl) =0 (4.5.4) 
并 得 到 


有 = Pett Ky, lk+ ky) (4.5.5) 
于 是 
Ip)= Pet EL [+B) -= BE ly) Cy lk + K,)] 
= D0 + K,) | OPW ,sn,) (4.5.6) 


其 中 10PWEU》= |k) - 画 1w.) 《wW,1k) 称 为 正 交 化 平面 波 , 它 必定 与 内 壳 层 
能 带 波 函 数 正 交 : 
(ol OPWn) = (Yolk + Ky- Boyly) wlk+R) = 0 


(4.5.7) 
这 样 导 带 或 价 带电 子 的 布 洛 赫 波 函 数 可 按 正 交 化 平面 波 | OPW, ) 从 加 而 成 . 图 
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4.5.1 示意 地 画 出 平面 波 ,内 层 电 子 波 函数 和 正 交 化 平面 波 


图 4.5.1 
(9) 平面 小 《b) 内 屋 电子 波 函 数 《6) 正 交 化 平面 波 


将 波 函 数 (4, 5.6) 代 人 波动 方程 有 
(T+ VB) I) = Belk+ Re) [Cr+ vBk)) kt 


(T+V- EK)) YE Iw) (wy lk+ RK,) 
=0 (4.5.8) 
注意 到 ， 


(T+ 1) = Ey.) 
| (4.5.9) 


TE + Ry) Ek + Ke) |k + KD 
2m 
得 到 
Pett) {sw))] I+ KR) + VIk+ Ke) + 
2 Im 


EIEK) Ely) lk + Ke)} =0 (4.5.10) 
将 (k+KK, | 作用 上 式 , 求 得 待定 系数 ax(K + 8 ) 的 线性 方程 组 ; 
2 ， 
Be + ts) gC] + (kt Ko UIk+ Ko))}= 0 
(4.5.11) 
其 中 ， 
U=V+ DEK)-E)|y.)y.| (4.5.12) 
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由 方程 组 (4.5. 11) 有 解 条 件 ,得 到 决定 能 最 本 征 值 的 久 期 方程 : 
det | [在 yw -BJoum + Pt lvl RY | =0 


(4.5.13)》 
原则 上 ,行列 式 (4.5. 13) 也 是 无 穷 阶 的 但 是 由 于 正 交 化 平面 波 已 经 很 像 唱 体 
中 的 布 洛 赫 波 ,往往 只 要 取 少 数 几 项 就 足够 了 . 例如 对 于 金属 Li, 它 的 电子 组 态 
是 1s*2s ,内 层 电子 只 有 一 个 带 , 如 果 到 一 个 正 交 化 平面 波 去 构造 导 带 电子 的 布 
沼 赫 波 ,可 得 到 


| 如》 = (RT Ik) = |g) Cw, Nk)] (4.5.14) 
这 里 ， 
|k) = -一 一 -e 
) -而 
lv) = 及 “orlr RD) (4.5.15) 


pr) = | 2 。 


元 \a 
这 样 ,就 可 以 很 容易 得 到 金属 复合 理 的 导 带 能 谱 : 


E(k) = Cpa 1h |p) /Wm |) (4.5.16) 
对 比 式 (4. 2. 13) 与 式 (4.5.13) ,可 以 清楚 地 看 到 ,与 平面 波 法 不 同 的 是 ,现在 用 
有 效 势 以 代替 了 真实 势 VU 的 第 一 项 来 源 于 真实 势 VY, 它 是 负 值 .第 二 项 来 源 
于 正 交 化 手续 , 它 是 一 个 正 而 , 由 于 正 交 化 手续 要 求 波 函数 必须 与 内 层 电子 波 函 
数 正 交 , 它 在 离子 实 区 强烈 振 茵 ,动能 极 大 , 实际 上 起 一 种 排斥 势能 的 作用 , 它 在 
很 大 程度 上 抵消 了 离子 实 区 Y 的 吸引 作用 . 从 而 ,使 得 矩阵 元 (+, | U | + 
有 )》 比 平面 波 法 中 的 矩阵 元 (大 + KK， | Vik + ) 小 得 多 ,自然 收 合 性 比 平面 波 
法 好 得 多 . 


$54.6 恬 势 方法 


在 上 面 一 节 中 我 们 已 经 看 到 , 正 交 化 平面 波 法 中 的 正 交 化 项 起 抵消 势能 的 
作用 ,给 出 一 个 比 真实 势 弱 得 多 的 有 效 势 , 在 此 基础 上 ,菲利普 (1. C. Phillips) 和 
克 雷 曼 (L. Kleinman) 于 1959 年 发 展 了 所 谓 的 肢 势 方法 . 

将 正 交 化 平面 波 法 的 波 函 数 改写 为 


[wp) = Pet + ROL Ik+ KD) - By) (wlk+K)] 
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= lo)》 = Bly Cw dx) (4.6.1) 

这 里 引入 了 一 个 新 的 函数 : 
lw》 = 办 <) (4.6.2) 
它 是 一 个 简单 由 平面 波 香 加 的 函数 ,只 是 展开 式 的 系数 a(k + 天,) 由 正 交 化 平面 


波 法 确定 , 下 面 来 看 一 看 | ) 满足 什么 样 的 方程 . 晶体 中 的 布 洛 赫 波 满足 薛 定 
词 方程 


oe = Elw) i 
H=T+V 
将 (4.6.1) 式 代入 ,得 到 
Blin) - Ey lf ly.) 
= BNX) -EY CY, x) 1.) (4.6.4) 
注意 到 式 (4.6.4) 中 左边 
Hg) = Ew) (4.6.5) 
可 以 得 到 
Br) + DE, -ED) yy |) = 到 1 (4.6.6) 
将 上 式 写 为 
(T+ 0 nm) = Ey) (4.6.7) 
其 中 
U=V+ DE -E)|y)(y.| (4.6.8) 


称 为 脐 势 . 而 |x,) 是 在 恬 势 作用 下 运动 电子 的 波 丽 数 , 称 为 腊 波 函数 . 对 比方 程 
(4.6.3) 和 (4. 6.7) 可 以 清楚 地 看 到 , 采 势 下 的 胜 疲 函数 与 真实 势 下 的 布 洛 替 波 
函数 具有 完全 相同 的 能 量 本 征 值 . 固体 能 带 论 主要 关心 的 是 导 带 或 价 带电 子 的 
能 带 结构 ,而 不 是 波 函数 的 本 身 . 如 果 我 们 可 以 选择 适当 的 吴 势 , 则 可 以 比较 容 
易 地 求解 出 基本 真实 的 能 谱 , 因 为 叶 势 是 一 个 比 真实 势 平缓 得 多 的 函数 在 很 多 
情况 下 , 近 自 由 电子 近似 对 于 导 带 或 价 带电 子 是 一 种 很 好 的 近似 . 为 什么 我 们 可 
以 在 取 微 遇 变化 的 周期 势 的 情况 下 ,得 到 相当 好 的 结果 , 恬 势 方法 正好 给 出 近 自 
由 电子 近似 的 一 种 合理 的 诠释 

可 以 证 明 , 恬 势 的 选择 并 不 是 唯一 的 . 实际 上 ,总 是 把 离子 实 区 的 硕 势 取得 
尽量 简单 ,并 保留 一 组 可 调 参量 ,最 后 由 匹配 条 件 决定 这 些 参量 ,以 保证 在 离子 
实 区 外 | xs 》 与 | 办》 一致. 例如 , 海 因 ( Heine) 将 离子 实 区 的 势 用 一 个 方 阱 模型 
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去 代替 ,简单 取 为 
当 rs ay 


(4.6.9) 
， 当 r > ay 


其 中 4, 和 aw 是 可 调 参量 . 图 4.6.1 给 出 真实 势 . 胶 势 布 洛 赫 波 函数 和 丹波 函 
数 的 示意 图 . 


用 于 离子 的 模型 奈 执 


让 


二 


于 4.6.1 亚 势 模型 
《9 晶体 势 KK) (b) 大势 Uw (6) 布 沙 韩 郁 数 4 《d) 及 波 证 数 x。 


8$4.7 能 态 密度 


固体 能 带 中 的 能 级 分 布 是 准 连续 的 ,因此 标明 其 中 的 每 个 能 级 是 没有 意义 
的 . 类 似 于 声 子 谱 密度 ,可 以 定义 在 能 量 已 附 近 单 位 第 量 间 陋 中 的 状态 数 , 即 能 
态 密度 , 因为 固体 中 所 有 能 带 都 可 以 在 简约 布 里 渊 区 中 表示 ,并 且 在 上 空间 状态 
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均匀 分 布 , 波 和 密度 计 及 电子 自 旋 简 并 为 2W(2) ,因此 ,利用 8 函数 的 筛选 
性 质 , 对 于 一 个 确定 的 能 带 E,(k) ,能 态 密度 可 表示 为 


N,(E) = 人 .948 有 -已 CD] (4.7.1) 


Ce 7 
其 中 积分 限制 在 一 个 倒 格 子 元 胞 体积 之 内 . 如 果 在 大 空间 ,能 量 相等 的 状态 分 布 
一 系列 连续 的 曲面 , 称 为 等 能 面 ,上 式 (4.7.1) 可 表示 为 男 一 种 更 实用 的 形式 
2 fd 
(2m) | VE Ck) | 
积分 是 治 着 一 个 能 遇 为 5 的 等 能 面 进行 , 考虑 到 能 带 的 交 从 ,总 的 能 态 密度 可 
写 为 


N(E) = (4.7.2) 


N(E) = DN(E) (4.7.3) 


这 样 就 可 以 通过 能 带 结构 忆 ,(k) 来 计算 能 态 密度 . 对 于 不 同 的 维度 ,能 态 密度 公 
式 分 别 为 


d5 


1 EA 三 维 情况 

8 ly ey 
N(E) = OE TVwRCODT 二 维 情况 (4.7.4) 
N(E) = 一 维 情况 


并 [EL nT = 


在 一 维 情况 下 ,能 带 的 等 能 面 退 化 为 两 个 等 能 点 . 而 
为 等 能 线 . 


一 、 自 由 电子 的 能 太宰 度 
自由 电子 的 能 谱 


维 情况 下 ,等 能 面 退 化 


= 旺 刀 
E(k) = 7k (4.7.5) 


其 等 能 面 是 一 个 球面 ,并 且 沿 着 等 能 面 
[VE = (4.7.6) 


一 个 常数 ,因此 
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2 4mhm Vy 2my? 
二 A 4.7.7) 
(27)” 2 | ba ; 


自由 电子 气 的 能 态 密度 与 系统 的 维度 密切 相关 . 利用 (4.7.4) 很 容易 求 出 
二 维系 统 自 由 电子 气 的 能 态 密度 : 


1 
N(E) ee 一 一 
(E) 三 维 情况 


(4.7.8) 
N(E) < 常量 二 维 情况 
N(E) < VE 三 维 情况 
图 4.7.1 分 别 给 出 了 一 维 ` 二 维和 三 维 电子 气 的 能 态 密度 示意 图 . 
能 态 密度 是 固体 电子 能 谱 分 布 的 重要 特 。 Mt 
征 , 特别 是 低 激发 态 的 能 态 密度 ,因为 在 低温 3 
下 ,这 部 分 状态 对 配 分 西数 的 贡献 最 大 , 低能 
激发 态 被 热 运动 激发 的 概 党 比 高 能 激发 态 大 2 
得 多 , 如 果 低能 激发 态 的 态 密度 大 ,体系 因 热 
运动 而 产生 的 涨 落 就 强 ,其 有 序 度 就 要 降低 ， 1D 
以 至 消失 ,不 容易 出 现 有 序 相 , 因而 低能 态 密 本 
度 的 大 小 决定 了 体系 的 有 序 诺 和 相 变 从 上 网 47 1 二 失地 生地 
面 自由 电子 气 模型 中 ,我 们 已 经 看 到 ,不 同 维 ep 


度 的 能 态 密度 有 决定 性 的 差异 . 对 于 三 维 体 
系 , 低 能 态 密 度 随 的 减 小 而 趋向 于 零 ,因而 在 低温 下 热 运 动 所 引起 的 涨 落 极 
小 ,体系 在 低温 下 可 具有 长 程序 , 相反 ,对 于 一 维 体系 ,低能 态 密度 随 5 的 减 小 
而 趋向 无 穷 ,因而 即使 温度 很 低 , 热 涨 落 仍然 很 强 ,所 以 一 维 体系 不 能 具有 长 程 
序 . 二 维系 统 的 低能 态 密度 是 常量 , 介 于 一 维和 三 维 之 间 , 可 具有 准 长 程序 ,并 会 
出 现 一 些 特殊 相 变 ,例如 K -T( Kostlitz-Thouless) 相 变 . 

在 实际 问题 中 ,常常 把 长 链 分 巴 聚 合 物 , 例 如 育 乙 燃 , 视 为 由 CH 单 体 连 成 
的 准 一 维 链 状 分 子 , 准 一 维 的 含义 是 链 、 链 之 间 流 函数 有 弱 的 炮 合 . 在 准 一 维系 
统 中 常常 出 现 诸如 泥 尔 斯 (Peierls) 失 稳 , 孔 氏 (Kohn) 反 常 等 物理 效 导体 
反 型 层 和 异 质 结构 中 的 电子 可 以 看 作为 典型 的 二 维 电子 气 系统 . 除 此 之 外 ,液态 
氮 表 面 可 吸附 单 层 电子 ,由 于 泡 利 原理 , 液 氮 表面 存在 一 个 超过 1 eV 的 势 忽 阻 
止 电 子 透 人 液 氨 内 部 ,而 镜像 势 又 吸引 电子 于 表面 . 在 二 维 电子 气 系统 中 会 出 现 
诸如 量子 埠 尔 效应 .K -了 相 变 、 分 数 统计 等 特有 的 物理 现象 


二 、 能 带电 子 的 态 密度 
能 带电 子 态 密度 的 计算 取决 于 能 谱 计算 的 方法 . 不 同 的 近似 法 得 到 的 结果 
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略 有 差别 . 以 三 维 简单 立方 品 体 紧 束缚 近似 为 例 , 电子 的 能 带 可 用 式 (4.4. 18) 
表示 为 
E(k) = B,J-2h(eoskatcoskateoska) (4.7.9) 
在 能 量 极 小 点 个 (k, =0,k, =0,k, =0) 附 近 , 将 式 (4.7.9) 中 的 余弦 函数 展开 至 
二 次 项 ,有 
E(k) = E, -hh -2 到 (bo +1 -二 (bo +1 (ke) 


=E,-J -6h + (+ +) 


= Bun + a hk 
= Bes (4.7.10) 
2m 
ee) (4.7.11) 


) 附近 , 邻 h= 二 亚 下 ak， 


也 十 8 ,k= + 工 二 8, 将 式 (4， 7.9) 中 的 余弦 函数 展开 至 二 次 项 ,得 到 


E(k) = E, ~ J +2)[eos 8ka + cos Bk,a + cos Bk,a] 


oe (Bk? + Bk? + Bk?) 
四 (4.7.12) 
2m; 
其 中 四 := -R20 称 为 带 项 有 效 质 量 . 同样 可 得 到 能 态 密度 : 
a 
NE) = 7:( | (CE 四) (4.7.13) 


可 见 在 能 量 极 小 和 极 大 点 附近 ,除了 分 别 用 m* 和 m; 代替 电子 质量 外 ,等 能 面 
的 形状 ,能 谱 和 能 态 密度 与 自由 电子 气 是 一 致 的 . 
在 一 般 情况 下 ， 
| VE(K) | = 2a], Vsin ka + sinTka + sinik.a (4.7.14) 
由 此 ,可 计算 能 态 密度 : 
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ET 
Sina + sinik,a + sinik,a 
与 声 子 谱 密 度 一 样 ,在 布 里 浏 区 中 | YE(k) | =0 的 请 点 ,N(E) 将 显示 菜 种 奇 
异性 , 称 为 范 震 夫 奇 点 . 在 现在 的 情况 下 ,除了 了 能量 的 极 小 点 太 和 极 大 点 R 外 
其 他 ,例如 图 4 7.2(a) 中 的 基点, 王 ,0,0} 和 重点 允 王 , 开 ,0 两 关 核 点 也 属 
于 这 种 情况 . 在 范 震 夫 奇 点 处 , 态 密度 的 一 阶 导数 是 不 连续 的 . 图 4. 7. 2(b) 示意 
画 出 在 紧 东 纺 近 似 下 ,简单 立方 而 体 s 电 子 的 能 态 密 度 


N(E) = 


Pk 
(27) a 


A 1 1 BR 
EJ Ea BN Er EVA 


人 


间 4.7.2 
《9 简单 立方 结构 郁 体 的 布 时 柄 区 。(b) 能 态 雷 度 曾 线 
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上 面 我 们 讨论 了 周期 势 场 中 单 电子 的 本 征 态 和 本 征 能 基 . 求解 的 是 周期 势 
中 的 定 态 醉 定 油 方程 . 对 本 征 态 和 本 征 值 的 了 解 是 研究 晶体 中 电子 的 基态 和 激 
发 态 性 质 的 基础 . 因为 只 要 知道 了 电子 本 征 态 的 分 布 ,就 可 以 根据 统计 物理 的 基 
本 原理 去 讨论 系统 中 电子 按 能 二 的 平衡 态 分 布 问题 ,也 可 以 讨论 在 外 场 下 的 攻 
子路 迁 问题 ,诸如 有 关 热 激发 . 光 吸收 和 诸多 的 电子 散射 等 问题 . 另 一 方面 , 当 我 
们 要 讨论 电子 在 外 场 中 的 运动 问题 时 ,除了 周期 场 中 单 电子 哈密 顿 外 ,还 应 加 入 
外 势 场 U, 因为 电子 的 状态 和 能 基 将 随时 间 变化 ,所 以 必须 求解 包括 外 加 势 场 在 
内 的 含 时 桦 定 刘 方程 : 


狂 。 / 
= (H+ Uy 


2 (4.8.1) 
五 = - 专 V2+Vr)，Wr+R) = V(r) 

在 处 理 上 述 问题 时 ,我 们 可 以 将 少 以 系统 的 本 征 函 数 为 基 展 开 表 示 , 称 为 

布 洛 赫 表象 ;或 者 可 以 通过 布 洛 赫 两 数 定义 一 套 完整 的 瓦 尼 尔 局 域 两 数 ,以 它们 
为 基 展 开 表示 小, 称 为 瓦 尼 尔 表象 . 但 是 在 某 些 特定 条 件 下 ,也 可 以 把 电子 近似 
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地 作为 经 典 粒子 来 处 理 ,得 到 基本 合理 的 结果 . 下 面 我 们 讨论 这 种 情况 . 
一 、 准 经 典 近 似 


严格 的 经 典 粒子 同时 具有 确定 的 坐标 和 动 基 , 但 是 ,在 量子 力学 中 由 于 测 不 
准 原理 ,这 是 不 可 能 的 . 在 量子 力学 中 与 经 典 描述 对 应 的 是 波 包 的 概念 ,这 个 波 
包 的 坐标 和 动量 都 只 具有 近似 值 , 其 精度 由 不 确定 关系 所 限制 . 

1 波 包 .电子 的 坐标 

盟 体 中 ,一 个 电子 的 本 征 状态 是 由 具有 确定 波 矢 上 和 确定 能 量 饭 , (大 ) 的 布 
洛 赫本 征 态 来 描述 , 它 的 波 矢 完 全 确定 ,而 坐标 是 完全 不 确定 的 当然 ,实际 晶体 
中 的 电子 态 ,往往 是 一 些 本 征 态 的 伏 加 . 倘若 这 个 电子 的 状态 由 如 附近 Ak 范围 
内 的 布 洛 赫本 征 态 得 加 构成 , 它 将 构成 一 个 波 包 , 虽然 波 包 的 波 矢 不 能 完全 确 
定 ,但 波 包 的 空间 位 置 确 有 一 定 的 可 知性 , 换言之 ,这 个 状态 以 牺牲 波 矢 的 完全 
确定 来 换取 坐标 的 某 种 确定 性 Ar, 在 某 种 情况 下 ,可 把 它 当 作 经 典 粒子 处 理 ， 

布 洛 赫本 征 态 可 由 式 (4, 1, 17) 表示 为 


PT ltr) (4.8.2) 
以 前 写 波 函数 时 ,通常 时 间 因 子 不 写 ,因为 本 征 态 是 定 态 . 现在 要 用 不 同 的 状 
态 登 加 构成 波 包 , 而 不 同 的 上 状态 具有 不 同 的 能 量 , 忽略 带 间 跃 迁 ,将 同一 能 带 
中 特定 波 矢 k 附近 Ak 范围 内 的 诸 波 函数 状 加 得 到 
or 单 


snooker an (4.8.3) 


上 式 中 利用 积分 代替 求 和 是 因为 容许 的 上 值 是 准 连续 分 布 的 ,积分 号 前 的 1/Ak 
是 规 一 化 因子 , 调幅 因子 (7) 仅 随 作 很 小 的 变化 , 故 可 以 提 到 积分 号 之 外 ， 
用 ww (7) 代 短 . 令 


如 + Bk (4.8.4) 
并 在 如 附近 将 E,(k) 展 开 为 

E(k) = E(k) + [VE,(k)], 8 + (4.8.5) 
则 式 (4.8.3) 可 写 为 


(4.8.6) 


将 积分 号 中 的 矢量 写成 分 量 ,并 令 
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BE.(k) 
证 和 i 
1108,(k) 
Fv a Bh, ) 
aE, 人 
,区 ， 
得 到 
Ah Ak, 
wa 2 
Pr WT) OO A Er 
Se 
= Wr) ACr,t) (4.8.7) 
式 (4.8.7) 表 示 布 洛 赫 波 包 , 某 时 刻 在 坐标 空间 找到 电子 的 概率 是 
Cr = (uCr) 14Cr) 1 《4.8.8) 


如 图 4. 8. 1 所 示 , 波 包 不 仅 与 周期 因子 wis(r) 有关， 而且 与 附加 公子 4(r,) 
有 关 . 能 带 信息 在 4(r,z) 中 , 它 的 最 大 值 只 能 等 于 1. 当 Ak =0 时 , 即 为 一 布 洛 赫 
本 征 态 ,在 空间 找到 电子 的 概率 为 | wi,(r) | ,电子 的 坐标 完全 不 确定 . 如 果 Ak 
素 0, 仅 当 志 四 姓 =0 时 , 波 包 的 振幅 最 大 , 对 所 有 |#| ,|n| ,15| >0 时 波 包 的 
振幅 都 趋 于 0. 说 明 波 包 局 限 在 晶体 中 的 一 个 区 域内 (例如 4= 4r/Ak,) ,并 且 位 
置 是 时 间 的 函数 , 我 们 把 某 时 刻 波 包 的 中 心 位 置 (€ =m =Y =0) 认 定 为 电子 的 坐 
标 , 即 


(4.8.9) 


写成 矢量 形式 是 
VE (k)e (4.8.10) 
根据 不 确定 关系 ,Ak 越 大 ,Ar 越 小 ,电子 的 位 置 就 越 确定 . 但 是 Ak 的 范围 
应 远 小 于 布 里 渊 区 的 尺度 | Ak | < 为 曲 格 常数 量 级 ,否则 波 矢 不 确定 ,于 
是 波 包 的 尺度 | Ar | > a. 在 这 种 意义 上 , 准 经 典 近似 成 立 的 条 件 是 ,外 场 应 该 是 


二 和 
A 
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Jr 


7 
A 


则 4.8.1 布 洛 秋波 包 
时 间 和 空间 的 绥 变 函数 . 外 场 变化 的 波长 A 六 a, 而 频率 hw << 6,, 以 禁止 带 间 
跃迁 . 
2， 波 包 运动 的 速度 
波 包 是 时 间 的 函数 ,由 式 (4.8. 10) 很 容易 定义 波 包 的 速度 


= VE(k) (4.8.11) 


这 就 证 明了 波 包 的 速度 就 是 波 矢 为 上 能量 为 E(k) 的 布 洛 灰 电子 的 群 速度 . 严 
格 地 讲 , 由 于 电子 在 周期 势 场 中 被 加 速 和 减速 ,它们 具有 空间 周期 性 的 瞬时 速 
度 , 用 基 子 力学 的 方法 ,可 得 到 宏观 可 测 的 电子 平均 速度 . 很 容易 证 明 ,这 个 平均 
速度 等 于 群 速度 , 即 


站 VE (Kk) (4.8.12) 


LIPID 


二 、 波 也 在 外 场 中 的 运动 ,市 治 诗 电 子 的 准 动量 


现在 讨论 在 外 力作 用 下 ,晶体 电子 的 动力 学 ， 
在 量子 力学 中 ,任意 不 显 含 时间 的 力学 量 4 的 平均 值 随时 间 的 变化 由 下 列 
Ehrenfest 关系 给 出 : 


dM) ,i 
Ee (4. 8.13) 


式 中 轿 是 系统 的 哈密 顿 量 . 令 4 为 品格 的 平移 算 符 了 在 一 维 情况 下 ,对 一 个 布 
洛 赫 函数 有 
To) wls) = ev 人 (4.8.14) 


164 第 四 章 能 带 论 


式 中 a 是 点 阵 常数 , 式 (4.8. 14) 通 常 是 对 一 个 能 带 的 结果 ,但 是 即使 (x) 是 任 
意 个 能 带 的 布 洛 赫 态 的 组 合 ,只 要 波 矢 上 是 简约 能 区 图 式 中 相同 的 波 矢 , 它 仍 然 
成 立 
在 均匀 外 力 丰 作用 下 ,系统 的 哈密 顿 量 可 写 为 
H=H,- Fe (4.8.15) 
式 中 H 是 没有 外 力 时 系统 的 哈密 顿 量 ,因此 有 [ Ho,T] =0,e" 是 算 符 7 的 本 征 
值 ,k 是 一 个 恒 量 , 在 外 力作 用 下 ， 


[4,7] = Far (4.8.16) 
由 式 (4.8.13) 和 式 (4. 8.16) 可 以 得 到 
dD i 
7) (4.8.17) 
因而 有 
wy My sn 
baer rt fe A) 
dT 
7 di 
两 式 相 加 有 
dl(7) | 


(4.8.18) 


它 是 复 平面 内 的 一 个 贺 的 方程 ,在 复 平 面 内 实 轴 和 虚 轴 的 分 量 分 别 为 平移 算 符 
本 征 值 的 实 部 和 虚 部 . 式 (4. 8. 18) 告 诉 我 们 ,如 果 最 初 峭 是 满足 周期 性 边界 条 
件 的 布 洛 赫 波 ,那么 | (7) |? =e*。e-* =1, 这 样 在 外 力 的 作用 下 , (7) 将 沿 着 
复 平面 内 的 单位 圆 返 动 . 因此 ,《7) 仍 可 写 为 (7) = e*”", 这 样 ,由 式 (4.8.17) 可 
以 得 到 


ja > (4.8. 19) 

或 者 写 为 
MD Hh) = (4.8.20) 
这 个 结果 表明 ,对 于 波 包 的 每 一 个 分 贡 , 波 和 上 均 以 一 个 恒定 的 速率 演变 ， 
以 上 结果 很 容易 推广 到 三 维 情况 ,有 
kD 2 MR) = F (4:8.21) 
它 具 有 和 牛顿 力学 动量 表述 相似 的 形式 . 其 中 用 航 代替 了 经 典 力学 中 的 动量 . 
但 是 ,在 唱 体 中 让 并 不 是 动量 算 符 的 本 征 值 ,也 不 是 动量 算 符 的 平均 值 . 姑 称 
为 布 洛 赫 电 子 的 准 动量 或 晶体 的 动量 . 这 是 因为 晶体 中 的 电 子 既 受到 外 力 的 作 
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用 ,也 同时 受到 来 自 曲 格 的 作用 . 如 果 只 着 眼 于 外 力 ,外力 的 作用 将 改变 整个 电 
子 , 蝇 格 系统 的 动量 ,而 不 单单 是 电子 的 动量 


三 、 加 速度 和 人 有 有效 质量 


上 面 我 们 给 出 了 布 洛 赫 电 子 动力 学 方程 的 动量 表述 . 在 准 经 典 近 似 下 ,也 可 
以 采用 坐标 表述 . 将 群 速度 的 结果 式 (4. 8. 11 ) 微 分 得 到 加 速度 : 


dv_ 1 4d 
ri 0 


= 站 (此 .wj Vie) 


= (FV) (4.8.22) 


其 中 应 用 了 he 式 (4.8.22) 给 出 了 电子 的 平均 加 速 订 与 外 力 的 关系 , 与 牛 
顿 方程 比较 ,可 定义 电子 的 有 效 质量 : 
tm = 下 Y VE(k) (4.8.23) 


这 样 定义 的 有 效 质量 并 不 像 通常 意义 下 的 标量 ,而 是 一 个 二 阶 张 基 ， 
式 (4.8.23) 和 (4, 8.22) 可 写成 分 量 形式 ， 


(六 让 后 
do 
cr 


其 中 ,B=x,y,z 是 第 卡 儿 坐标 , 由 于 微分 可 以 互 换 ,所 必 是 对 称 张 量 . 转换 到 主 
轴 坐 标 上 去 ,可 使 之 只 含有 对 角 元 素 : 


《4.8.24) 


LE 
mi 
(4.8.25) 
du 
wi 


以 简单 立方 晶 格 。 电 子 紧 东 缚 近似 能 带 为 例 ,其 能 谱 由 式 (4. 4. 18) 表 示 为 
E(k) = E,~h -2h(coskateoshatcoka) (4.8.26) 
,为 主轴 坐标 ,根据 式 (4. 8. | 


mi Ch) 


m= es a)” 
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Pe je ha)”! (4.8.27) 
在 能 带 底 = = =0, 得 到 
(4.8.28) 
eam: so (4.8.29) 
eh 
它 是 一 个 负 的 标量 .在 黎 点 ,例如 k= ( #0,0)， 
(4.8.30) 


可 见 品 体 中 电子 对 外 加 场 的 响应 具有 有 效 质量 而 不 是 电子 的 真实 质量 , 特别 令 
人 吃惊 的 是 ,电子 的 有 效 质 量 取 决 于 电子 的 状态 ,因为 不 同 的 状态 能 带 的 曲率 
由 /dk 不 同 , 有 效 质 量 甚 至 可 以 为 负 值 . 那 是 因为 电子 除了 受到 外 力作 用 外 ， 
还 受到 品格 的 作用 . 负 有 效 质 量 的 状态 出 现在 能 带 项 附近 , 即 在 布 里 湖区 边界 附 
近 , 在 外 力作 用 下 ,电子 由 状态 变化 Ak 时 ,电子 转移 给 点 阵 的 动量 大 于 外 力 
转移 给 电子 的 动量 ,虽然 外 力 使 二 增加 了 AKk, 但 由 于 布拉格 反射 ,可 以 使 电子 沿 
外 力 方向 的 总 动 基 减 小 ,表现 出 负 的 有 效 质 量 . 

- 般 而 于 宽 能 带 ,E(k) 随 上 的 变化 较 大 ,有 效 压 量 小 ,而 对 于 窄 能 带 ， 
有 效 质 量 较 大 . 从 紧 束缚 近似 的 观点 来 看 ,原子 外 层 电子 波 丽 数 交 熙 较 多 ,能 带 
较 宽 , 有 效 质量 较 小 . 而 内 层 电子 波 函 数 交 番 甚 少 ,能 带 较 窗 ,有 效 质量 较 大 , 定 
城 性 更 强 一 些 ， 


四 、 准 经 典 近似 的 物理 舍 丸 


准 经 典 模型 描述 晶体 中 电子 的 外 场 响应 , 外 场 作为 一 种 力 出 现在 描述 波 包 
的 坐标 和 波 矢 变 化 的 经 典 运动 方程 中 , 因此 ,要求 与 波 包 的 尺度 相 比 外 场 是 一 个 
时 间 和 空间 的 缓 变 场 , 虽然 晶 格 的 周期 势 与 波 包 扩展 的 尺度 相 比 绝对 不 是 缓 变 
的 ,但 是 布 洛 赫 电 子 本 身 已 经 精确 考虑 了 晶 格 的 周期 场 . 在 这 种 意义 上 , 布 洛 赫 
电子 的 准 经 典 近似 只 是 部 分 的 经 典 极限 :对 外 场 作 经 典 处 理 , 但 对 于 离子 的 周期 
势必 须 做 量子 处 理 . 

在 不 存在 碰 挤 时 , 布 洛 赫 电 子 的 准 经 典 方程 描述 的 是 每 个 电子 的 坐标 + 和 
波 矢 在 外 场 作用 下 如 何 变化 . 除了 外 场 之 外 ,这 种 变化 完全 取决 于 能 带 结构 ， 
也 就 是 E(k) 的 函数 形式 . 理论 的 本 身 并 不 追究 周期 势 的 具体 细节 ,也 就 是 不 涉 
及 如 何 去 计 算 E(k) ,而 仅仅 将 E(k) 作 为 一 个 给 定 的 函数 形式 出 现在 运动 方程 
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中 . 例如 在 方程 (4.8. 23) 中 ,是 以 与 E(k) 直接 相关 的 有 效 质量 出 现 的 ， 
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一 、 性 定 电场 下 的 动力 学 
在 恒定 电场 E 中 ,电子 在 k 空 间 的 准 经 典 运 动 方程 (4.8.21) 变 为 
h-— =-eE (4.9.1) 
其 解 为 
K() = (0) -BE (4.9.2) 


即 每 个 电子 的 波 矢 均 以 同一 速率 沿 着 电场 的 反方 向 移动 -和 就 是 :时 刻 电子 


波 矢 的 增 量 . 
对 于 自由 电子 的 情况 ,由 于 不 存在 离子 势 场 ,没有 能 带 结构 ,电子 的 波 失 与 
能 最 有 简单 的 关系 ， 


和 

Ek) = 外 (4.9.3) 

因此 ,电子 的 群 速度 与 动 基 乱 有 简单 的 关系 : 
wk) = 和 (4.9.4) 

m 

在 恒定 电场 作用 下 ,由 式 (4.9.2) 和 式 (4.9.4) 得 到 
01) = BR(O) - EL (4.9.5) 
m m 


因此 电子 将 不 断 地 被 加 束 
布 洛 赫 电 子 的 行为 则 完全 不 同 , 由 于 复杂 的 能 带 结构 E(k) ,我 们 不 能 写 出 
v() 与 上 (4) 的 明显 关系 , 但 总 可 以 写 为 下 面 的 函数 形式 : 
oO) = [#0) - 弛 和 (4.9.6) 


央 为 v() 是 倒 空间 的 周期 函数 ,因此 速度 是 时 间 的 有 界 函数 , 当 E 平行 于 一 个 
倒 点 阵 矢量 时 ,速度 将 随时 间 振 荡 . 图 4.9. 1 示意 地 而 出 一 维 周期 势 场 中 电子 的 
能 谱 ,速度 和 有 效 质量 随 上 的 变化 曲线 , 可 以 看 到 ,在 恒定 电场 作用 下 ,如 果 一 个 
电子 在 +=0 时 刻 上 =0, 那 么 (4) =0, 有 效 质 量 m”>0. 随 着 时 间 的 增加 ,不 断 
地 被 加 速 . 但 越过 4 点 后 ,有 效 质量 m”<0, 电 子 被 威 速 . 到 区 界 B8 点 ,其 
速度 。=0. 上 继续 增加 ,将 进入 第 二 布 里 浏 区 C 点 . 在 简约 能 区 图 式 中 ,C 点 将 折 
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回 第 一 布 区 的 等 价 点 C',C 与 C' 相 差 一 个 倒 格 矢 . 电子 在 k 空 间 循环 运动 . 
| 3 


朵 4.9.1 一 维 周 期 势 场 中 ,电子 的 E(k) ,o() 和 m* () 曲线 
在 布 洛 赫 电 子 的 准 经 典 运 动 的 整个 过 程 中 ,品格 的 周期 场 始终 起 了 关键 的 
作用 ,这 种 作用 隐 含 在 (k) 函数 中 , 记 住 一 个 电子 载 有 的 电流 比例 于 它 的 速 
度 ,于 是 在 布 洛 赫 电 子 的 准 经 典 模型 中 ,直流 电场 将 感 生出 交 变 电流 ! 这 种 效应 
通常 称 为 布 洛 赫 振 功 . 由 式 (4.9.2) 可 以 得 到 振荡 周期 : 
Th 
*» ebd 
其 中 2m/d 是 沿 电场 方向 两 个 区 界 对 应 点 的 距离. 一 维 情况 下 ,就 是 第 一 布 区 的 
宽度 . 相应 的 振荡 频率 为 


(4.9.7) 


wh = eBd/h (4.9.8) 
一、 台 楼 、 她 银 时 间 、 金 属 电 呈 认 公式 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ,从 电子 的 准 经 典 动力 学 方程 出 发 ,得 到 违背 实验 的 
结果 , 实验 上 ,施加 -- 个 恒定 的 电场 总 是 测量 到 一 个 恒定 的 电流 , 原因 在 于 准 经 
典 动力 学 方程 是 一 个 无 磁 擅 机 制 的 弹道 方程 , 自由 电子 模型 完全 忽略 了 离子 实 
的 散射 布 洛 赫 电 子 虽然 考虑 到 离子 势 ,但 是 它 作为 严格 的 周期 势 出 现在 薛 定 请 
方程 中 ,得 到 的 布 洛 赫 波 两 数 是 一 个 定 态 解 . 如 果 一 个 电子 处 于 y"() 状态, 屠 


么 它 将 具有 水 不 误 碱 的 速度 二 VE(k)。 周期 性 离子 势 对 电子 的 散射 是 一 种 相 


干 散射 
但 是 在 实际 晶体 中 ,碰撞 总 是 存在 的 . 任何 导致 偏离 周期 势 的 机 制 ( 例 如 晶 
格 振动 或 晶体 中 的 缺陷 ) 都 将 散射 电子 ,改变 电子 的 速度 . 这 种 碰撞 是 无 规 的 ， 


定义 电子 两 次 碰撞 之 间 的 平均 自由 时 间 为 7, 称 为 弛 珠 时 间 . 二 就 是 碰 扩 概率. 
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因此 ,只 有 当 z 交 Ts, 也 就 是 在 两 次 碰撞 间 电 子 在 上 空间 移动 的 距离 大 于 布 里 渊 
区 的 尺度 时 ,才能 观察 到 布 洛 赫 振 荡 . 这 是 一 个 非常 苛刻 的 条 件 ,要求 样品 近乎 
是 理想 晶体 ,而 且 测 量 温度 极 低 . 
如 果 碰 挤 存 在 ,那么 电子 的 准 经 典 动力 学 方程 ,只 在 两 次 碰撞 之 间 的 时 间 范 
围 内 适用 ,在 外 场 作用 下 电子 获得 动 其 的 增 量 h8k. 碰撞 将 使 电子 失去 这 种 增 
量 , 它 等 价 于 一 个 平均 的 阻力 ,正比 于 - h8k/+, 它 限制 在 外 力作 用 下 航 的 无 休 
止 增 大 ,导致 一 种 稳定 的 状态 . 考虑 到 上 述 碰 擅 机制 的 存在 ,电子 动力 学 的 唯 象 
方程 可 写 为 
Ht)ak = 下 (4.9.9) 
tr 


自由 粒子 加 速 项 为 | 世 }ak,， 而 4 表示 融 失 效应 . 对 于 自由 电子 模型， 


mu = h8k, 则 运动 方程 为 
d lysF 
re = (4.9.10) 


其 中 v, 为 电子 在 外 场 和 磁 擅 作 用 下 的 平均 速度 ,也 称 为 漂移 速度 . 用 它 去 处 理 
固体 中 的 输 运 过 程 称 为 漂移 速度 理论 ( 因为 w 只 与 动量 的 增 量 有 关 , 它 琶 加 在 
费 米 速度 之 上 , 沿 外 力 方 向 速度 费 米 速度 对 所 有 电子 平均 为 0, 对 电导 无 贡 
献 )， 
对 于 恒定 电场 的 定 态 情况 ,dui/dt =0,P = -eB, 从 式 (4.9.10) 得 
erE 


w=- (4.9.11) 
相应 的 电流 密度 为 
= ev = TE (4.9.12) 
其 中 为 参与 导电 的 电子 浓度 . 由 欧姆 定律 ， 
J=uE (4.9.13) 
得 到 电导 素 ， 
oo= (4.9.14) 


上 述 理论 仅仅 是 描述 自由 电子 气 的 简单 唯 象 理论 . 对 于 布 洛 赫 电 子 , 考 虑 到 
能 带 结构 ,不 是 所 有 参与 学 电 的 电子 都 具有 相同 的 有 效 质 量 mm" 和 相同 的 凶 列 
时 间 r, 它 们 都 与 电子 的 状态 上 有 关 ,必须 考虑 电子 状态 按 能 量 的 分 布 . 详细 的 
金属 电导 理论 将 在 下 章 中 讨论 . 


三 、 满 带电 也 不 导电 
布 洛 赫 电 子 准 经 典 运 动 方程 的 一 个 直接 结论 是 ,如 果 一 个 能 带 所 有 状态 都 
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被 电子 占据 ,那么 这 些 电子 对 电流 没有 贡献 . 
由 于 固体 的 能 带 具有 对 称 性 : 
E(k) = E,(-k) (4.9.15) 


根据 o(k) = 方 V.E(k) ,直接 得 到 


wk) = -vk) (4.9.16) 
个 能 带 对 电流 的 贡献 ,应 该 是 所 有 电子 携带 电流 的 求 和 : 
人 = 有 -ob (4.9.17) 


对 于 一 个 完全 填 满 电 子 的 能 带 ,尽管 每 个 电子 都 荷载 一 定 的 电流 ,但 由 于 有 一 个 
不 态 电子 , 必 有 一 个 -k 态 电子 ,因此 


人 0 (4.9.18) 


在 外 加 恒定 电场 作用 下 ,电子 的 状态 按 上 让 = - be 变化 , 即 在 上 空间 各 状态 均 
以 相同 速率 移动 ,但 申 于 

E(k) = E(k+K,) (4.9.19) 
因此 ,即使 在 外 场 的 作用 下 ,任何 时 刻 并 不 改变 均匀 填充 各 k 状态 的 情况 ,仍然 
保持 满 带电 子 的 对 称 分 布 ,lw = 0. 
四 、 近 满 带 和 空 穴 


1， 空 穴 的 引入 
满 带 一 旦 缺少 了 少数 电子 便 构成 近 满 带 ,就 会 具有 一 定 的 导电 性 , 设 满 带 中 
少 了 一 个 k, 态 电子 , 则 有 


INR) = DT -ev(k’ 4.9.20 
(k) 已 (kK') ( ) 


如 果 在 这 个 能 带 中 放 和 人 一个, 态 电子 ,有 
rr ~—ev(k’) + [~-evk,)] =0 (4.9.21) 


由 式 (4.9.20) 和 式 (4.9.21) 得 到 

(Ok) = ev(k,) (4.9.22) 
由 此 可 见 , 近 满 带 的 电流 就 如 同一 个 带 有 正 电 荷 。 的 粒子 所 荷载 的 , 它 具 有 侈 失 
, 态 电子 相同 的 速度 v,(k,) ,这 个 假想 的 粒子 称 为 空 穴 . 一 个 缺少 了 少数 电子 
的 近 满 带 的 性 质 应 该 由 剩 下 的 所 有 电子 来 决定 ,现在 可 用 少数 空 穴 去 代替 它 , 当 
然 是 很 方便 的 . 
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2， 空 穴 的 性 质 
(1) kh =k, 


如 果 满 带 中 逸 失 了 一 个 波 矢 为 上, 的 电子 ,定义 系统 中 剩 下 电子 的 总 波 矢 为 


空 穴 的 波 矢 , 则 有 


(1) E(k,) =— E(k,) 


= 加 六 


-kh (4.9.23) 


空 穴 的 能 量 应 该 是 从 满 带 中 逸 失 一 个 电子 系统 能 量 的 变化 ,因此 


E(k)= 


E(k,) PEt) 


上 


=— EF,(k,) 


BE -[ Bt) + Elk,)] 


(4.9.24) 


即 饮 失 电 子 在 带 内 位 置 愈 低 ,需要 更 多 的 功 ,系统 的 能 量 愈 高 . 如 果 令 价 带 


能 量 零点 位 于 带 项 ,并 且 能 带 是 对 称 的 ,可 以 构 作 一 


如 图 4.9. 2 所 示 . 
(M) wk) = vk,) 
从 图 (4.9.2) 可 以 看 到 VB (hk) = VE,(k,)， 
即 空 穴 的 速度 等 王 逸 失 电子 的 速度 ， 


(N) m =-m (4.9.26) 
因为 有 效 质量 反比 于 曲率 号) ,对 于 空 穴 


能 带 ,这 个 值 和 价 带电 子 的 有 效 质量 的 大 小 相 
等 ,符号 相反 , 在 价 带 顶 附近 m” 为 负 , 因 此 mi 
为 正 . 

(V) 根据 上 面 的 讨论 ,可 以 得 到 在 外 加 电 ， 
磁场 中 空 穴 的 准 经 典 动力 学 方程 

1 和 Ex 有) 

空 穴 的 运动 方程 是 带 正 电荷 的 粒子 的 运动 方程. 
吾 、 革 休 、 绝 结 体 和 售 导 体 的 能 带 特 征 


十 分 明显 ,在 一 种 固体 中 ,存在 着 未 填 满 的 能 带 


个 近 满 带 对 应 的 空 穴 能 带 ， 


(4.9.25) 


Ek) 


图 4.9.2 
图 的 上 半 部 是 变 穴 的 侈 适 ， 它 是 
通过 价 带 对 原点 进行 反 演 得 到 


(4.9.27) 


,那么 它 必定 是 导体 . 如 果 所 
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有 能 带 中 ,只 有 全 满 带 或 全 空 带 ,那么 它 是 绝缘 体 . 半导体 在 绝对 零度 下 ,所 有 能 
带 是 全 满 或 全 空 ,但 禁 带 很 窗 , 在 有 限 温度 下 有 少量 的 满 带电 子 被 激发 到 空 带 
中 ,形成 有 少量 室 穴 的 价 带 和 少量 电子 的 导 带 . 

因为 对 一 个 具有 NN 个 初 基 元 胞 的 晶体 ,每 个 能 带 可 容纳 2W 个 电子 . 因此 每 
个 初 基 元 胞 中 有 奇数 个 价 电子 的 晶体 是 导体 . 对 于 每 个 初 基 元 胞 中 有 倘 数 个 价 
电子 的 晶体 ,如 果 存 在 能 带 的 重 普 , 则 是 导体 ;如 果 存 在 小 的 带 踊 (= 1 eV) , 则 
是 半导体 ;如 果 存 在 大 的 带 际 , 则 是 绝缘 体 . 例如 ,对 于 一 价 的 碱 金 属 ( Li,Na， 
K,…) ,它们 是 bee 结构 的 简单 更 体 ,每 个 初 基 元 胞 中 仅 有 1 个 价 电子 ,因此 是 
良 导体 , 对 于 一 些 二 价 的 碱土 金属 ( Ca,Sr,Ba) ,它们 是 fee 或 bee 结构 简单 晶 
体 , 每 个 初 基 元 胞 中 有 2 个 价 电子 ,但 s 带 与 p 带 有 交 蕉 ,因此 显示 金属 的 特性 . 
对 于 像 Si,Ge 和 金刚 石 这 类 晶体 ,是 具有 fee 点 阵 的 复式 晶 格 , 价 电子 的 组 态 是 
snp> ,每 个 初 站 元 胞 中 有 8 个 价 电子 ,能 带 不 交 蛋 . Si 和 Ge 的 禁 带 宽度 分 别 
为 1.17 eV 和 0.744 eV ,因此 是 半导体 ,但 是 金刚 石 的 禁 带宽 度 约 为 5.4 eV, 因 
此 是 绝缘 体 . 

能 带 论 对 金属 `, 半 导 休 和 绝缘 体 的 性 质 做 了 比较 成 功 的 解释 . 这 是 自由 电 
子 气 模型 无 法 解释 的 ,因为 在 这 种 模型 中 ,晶体 的 电导 性 质 主要 取决 于 价 电子 
的 数目 , 但 是 存在 一 些 能 带 论 无 法 解释 的 情况 ,这 是 由 于 能 带 论 是 建立 在 严格 
周期 势 场 下 的 单 电子 近似 的 结果 . 在 本 章 的 最 后 一 节 我 们 将 做 一 些 简单 的 
说 明 
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一 、 性 定 城 场 下 的 动力 学 
在 恒定 磁场 有 中 ,电子 在 人 空间 的 准 经 典 运动 方程 是 
肪 =-en(k)xB (4.10.1) 
wk) = = FF VBC) (4.10.2) 
由 此 直接 得 到 ,上 沿 磁场 方向 的 分 量 和 电子 的 能 量 是 守恒 量 (运动 常量 ). 因此 ， 
在 4 空间 电子 沿 垂直 磁场 的 平面 和 等 能 面 的 交 线 运动 ,o(K) 的 方向 在 上 空间 从 
低能 量 指向 高 能 量 方向 ,如 图 4. 10.1 所 示 , 这 里 假定 尽 沿 大 方向 . 


电子 在 "空间 的 轨道 并 不 限制 在 一 个 平面 内 ,而 是 绕 磁 场 作 螺旋 运动 . 用 平 
行 于 磁场 的 单位 矢量 如 叉 乘 式 (4. 10. 1) ,得 到 


Bx =-eBlt- BB.F)] =- eB, (4.10.3) 
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图 4. 10.1 一 个 等 能 面 与 圳 直 磁场 平面 的 交 线 
征 央 为 轨道 电 也 在 上 空间 的 运动 方向 ,等 能 而 内 部 的 能 量 低 于 外 部 的 能 季 


其 中 六 ,= + -让 (所. #) 是 + 在 各 直 磁 场 平面 内 的 投影 . 对 时 间 积分 式 
(4.10.3) 得 到 


t(D =r (0) = — BB x [k(t) -KoO)] (4.10.4) 


因为 一 个 单位 矢量 与 一 个 垂直 矢量 的 又 乘 所 得 到 的 矢量 是 这 个 矢量 相对 于 单位 
矢量 旋转 /2, 因此 ,r 空间 电子 轨道 在 种 直 于 磁场 平面 内 的 投影 与 上 空间 的 轨道 
> 们 之 间 的 差别 仅 在 于 一 个 比例 因子 h/eB 和 一 个 /2 的 旋转 ,如 图 4. 10. 2 


图 4.10.2 
《和 9 电子 在 空间 的 运动 轨道 (4) 电子 空间 的 轨道 在 三 直 手 磁场 平面 内 的 投 形 
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注意 ,对 于 自由 电子 等 能 面 是 一 个 球面 ,因此 在 空间 的 轨道 是 一 个 闭合 的 
圆 , 称 为 闭 轨道 . 但 是 对 于 布 洛 赫 电 子 等 能 面 不 一 定 是 球面 ,也 不 一 定 是 闭合 的 ， 
因此 闭 轨道 不 必 是 圆 , 在 很 多 情况 下 ,它们 甚至 不 必 是 闭合 的 曲线 , 称 为 开 轨 道 
特别 地 ,还 存在 空 穴 的 轨道 . 与 电子 轨道 不 同 , 空 穴 轨道 所 包围 区 域内 状态 的 能 
量 高 于 轨道 外 状态 的 能 量 . 如 图 4. 10. 3 所 示 . 

我 们 可 以 计算 电子 沿 着 一 条 能 量 为 的 轨道 从 到 ,运动 的 时 间 : 


Le (4.10.5) 


由 式 (4. 10.1) 和 式 (4. 10.2) 可 以 得 到 


人 | = 各 | YiE(bD， (4.10.6) 
式 中 以 E(k) ,是 VE(k) 在 串 直 于 磁场 平面 内 的 分 量 , 于 是 得 到 
dk 
4 本 TST (4.10.7) 
由 
BE = VE(K) Sk = | VE, |8k, (4. 10.8) 


其 中 8k, 是 垂直 于 磁场 的 轨道 平面 内 能 量 为 已 和 尼 +85 两 个 等 能 面 间 法 线 距 
离 ,如 图 4. 10. 4 所 示 ， 


疼 4.10.3 在 恒定 磁场 下 ,贵金属 的 费 米 面 图 4.10.4 在 垂直 于 磁场 的 平面 内 
可 显示 多 种 类 型 的 轨道 能 量 为 和 +8E 的 两 条 轨道 
“一 闭合 的 电子 加 道 ;hb 一 闭合 的 空 穴 轨 道 ， 以 及 dk 和 外， 示意 图 


“一 电子 的 开 轨道 
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由 式 (4. 10.7) 和 式 (4. 10.8) 得 到 


1 产 
aR dk (4.10.9) 

积分 正好 给 出 两 相 令 轨道， 和, 之 间 的 面积 , 取 极 限 £5 一 0 得 到 

Li 

= (4.10. 10) 

其 中 是 和 和 让 间 的 一 段 轨道 , 随 着 的 增加 扫 过 的 面积 速率 

对 于 闭合 轨道 ,由 式 (4. 10.9) 可 以 得 到 电子 沿 轨道 回旋 的 周期 : 

只 M(E,) 

TE) = 与 全 这 (4.10.11) 


其 中 4(B 必 ) 是 能 量 为 巨 的 等 能 面 ,在 垂直 于 磁场 且 访 为 一 定 值 的 平面 内 的 闭 
合 轨道 的 面积 , 回旋 频率 


(4.10.12) 


如 果 考 虑 自由 电子 气 , 等 能 面 是 球面 ,E(k) = = 世人 + 局 + 局 ) 回 施 
轨道 是 一 个 加 ， 


ACEk) = (好 + 局) = 寺 2 -及 (4.10.13) 


注意 上 为 一 常量 , 则 由 式 (4. 10. 12) 得 到 
w (Ek) = 电 (4.10.14) 


可 见 对 于 自由 电子 ,回旋 频率 依赖 于 电子 的 电荷 , 质 最 和 磁场 的 大 小 ,而 与 磁场 
的 方向 无 关 . 当 磁场 大 小 一 定时 ,所 有 轨道 的 回旋 频率 都 是 一 样 的 ,也 就 是 得 到 
单一 的 回旋 频率 
对 于 布 洛 赫 电 子 ,类 比 式 (4. 10. 14) ,从 式 (4. 10. 12) 可 以 定义 回旋 有 效 质 
量 和 回旋 频率 : 
让 A(E,k,) 


PE (4.10.15) 


w (Bh) = (4.10.16) 


me (上 ,k,) 可 以 不 同 于 以 前 我 们 定义 的 有 效 质量 m*, m” 并 不 单纯 地 只 与 一 个 
特定 的 电子 状态 相关 ,还 与 回旋 轨道 性 质 有 关 . 不 同 的 轨道 o.(E,h.) 也 可 能 不 
相等 


对 于 能 带电 子 ,如 果 在 能 量 极 值 点 附近 的 能 谱 可 写 为 (k) 2 如 ,等 能 
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面 为 球面 ,具有 单一 有 效 质 量 ,那么 类 似 自 由 电子 的 情况 ， 
mi (Eh) =m (4.10.17) 
即 回旋 有 效 质量 等 于 电子 的 有 效 质量 . 对 于 这 些 电 子 具有 单一 的 回旋 频率 . 
如 果 等 能 面 是 一 个 椭 球 ,其 能 谱 可 写 为 


E(k) = 和 [总 ,如 (4. 10. 18) 
mm; 
设 外 磁场 BB 相对 于 有 效 质量 主轴 的 方向 余弦 为 a.B\y, 即 
B= (af +pB?+y3)B 
则 倒 空间 一 个 能 量 等 于 的 椭 球 上 的 最 大 轨道 截面 为 
AaB = - 5 i (4.10.19) 
(有 
到 本 本 而“ 而 而 
回旋 有 效 质 量 为 
1 (4.10.20) 


因此 ,对 于 一 个 椭 球 等 能 面 ,电子 的 回旋 频率 依赖 于 磁场 的 取向 . 

但 是 对 于 一 般 形状 的 等 能 面 , 不 同 的 截面 将 具有 不 同 的 w, 值 ,而 总 效果 将 
是 所 有 截面 贡献 的 混合 , 然而 如 果 考 虑 到 各 种 不 同 截面 贡献 的 大 小 ,可 以 发 现 等 
能 面 的 横 面积 为 极 值 的 那些 截面 ,通常 会 起 主导 的 作用 , 因为 不 同 的 非 极 值 轨道 
的 贡献 ,由 于 相位 的 差别 互相 抵消 ,但 极 值 轨道 附近 , 诸 轨 道 截面 积 变化 小 ,相位 
变化 绥 慢 ,回放 频率 相 对 稳定 , 它 被 称 为 稳 相 原理 . 于 是 就 有 一 个 回旋 频率 几乎 
恒定 的 轨道 宽带 ,如 图 4. 10. 5 所 示 ,来 自 这 个 区 域 的 电子 将 支配 这 个 效应 . 实际 
上 ,实验 上 观察 到 的 回旋 频率 , 正 是 这 些 极 值 轨道 的 贡献 . 


图 4.10.5 极 值 轨道 
在 候 值 雏 道 附近 存在 回放 频率 几乎 恒定 的 雏 道 各 


二 、 轨 道 重 了 化 


上 面 我 们 从 准 经 典 运动 方程 出 发 讨论 了 电子 在 恒定 磁场 中 的 运动 . 外 场 作 
为 经 典 力 处 理 , 得 到 电子 绕 磁场 沿 经 典 螺旋 轨道 运动 但 是 ,施加 磁场 会 自动 破 
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坏 电子 状态 的 基本 量子 化 图 像 
对 于 自由 电子 气 而 言 , 当 没有 磁场 时 ,电子 的 能 谱 简单 地 为 
Lt 
E(k) = 六 本 = 站 ( 避 + 避 + 始 ) (4.10.21) 
电子 的 状态 由 量子 数 刀 去 标志 . 如 果 电 子 限制 在 一 个 边 长 为 上 的 立方 体 


内 ,hk 取 分 立 值 : 


Ey (4.10.22) 


其 中 心 取 整 数 , 状态 准 连 续 、 均 匀 地 分 布 在 上 空间 的 格子 上 ,状态 密度 为 227(270 
这 就 是 自由 电子 状态 量子 化 的 基本 图 像 

如 果 施 加 一 个 沿 z 方向 的 均匀 磁场 8, 那 么 电子 在 * -y 平面 内 将 受到 洛 伦 
兹 力 的 作用 , 因此 ,除了 名 以 外 ,hk 、h, 不 再 是 好 量子 数 , 磁场 引入 了 新 的 运动 恒 
量 , 即 绕 磁场 方向 的 角 动 其 , 求解 在 均匀 恒定 磁场 中 电子 的 桦 定 谓 方 程 ,得 到 电 
子 的 能 量 本 征 值 由 刀 和 磁 量 子 数 ” 决定 ; 


Elkan) = 大 + (n+ 二 ji， n=0,1,2, (4.10.23) 


其 中 ,= 电台 是 前 面 提 到 的 回旋 频率 , 式 (4. 10, 23) 称 为 朗 首 能 级 , 这 样 磁场 把 


空间 等 分 成 一 些 横 截面 为 常量 的 朗 道 管 ,它们 对 应 于 恒定 磁 量 子 数 的 各 个 状 
态 , 对 于 一 个 确定 的 上 平面 ,原先 准 连续 的 电子 动能 起 ( 忆 + 尼 )X2m ,将 以 io， 
为 单位 量子 化 ,重新 简 并 到 不 同 ”的 朗 道 环 上 , 每 一 个 状态 为 了 聚集 在 离 它 最 近 
的 朗 道 管 面 上 , 便 稍微 改变 一 下 自己 的 能 量 (或 上 或 下 ), 平均 说 来 这 个 过 程 对 
系统 的 总 能 量 无 甚 影响 ,因为 能 量 上 移 的 状态 被 能 量 下 秘 的 状态 补偿 得 差不多 . 
图 4 10.6 描绘 了 在 均匀 磁场 一 个 球形 等 能 面 ( 费 米面 ) 内 状态 的 占据 情况 ， 
相 邻 两 个 朗 道 环 的 截面 积 之 差 为 
AA_a AC hl) = 2 TmAE » Zrmho, 
b b 
它 是 一 个 比例 于 外 磁场 8 的 常量 , 因此 ,电子 在 上 空间 中 的 回旋 轨道 面积 是 以 
为 单位 量子 化 的 , 原因 在 于 角 动 量 与 4 空间 轨道 面积 成 正比 , 角 动 量 的 量 
子 化 导致 了 轨道 面积 的 量子 化 . 
粗略 地 认为 在 大 固定 的 平面 内 , 相 邻 两 个 朗 道 环 之 间 的 状态 都 被 涌 集 到 一 
个 朗 道 环 上 ,容易 得 到 它 的 简 并 度 是 


2 Lp 
D = jr A4 = et (4.10.25) 


2neB 
(410.24) 


在 1T 磁 场 下 ,车 L=1 cm, 简 并 度 约 为 10" ,因此 每 个 朗 道 能 级 都 是 高 度 简 并 的 . 
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图 4.10.6 
(9) 人 过 管 (b) 开道 环 


如 果 考 虑 布 洛 赫 电 子 , 问 题 要 困难 得 多 ,因为 必须 求解 在 磁场 和 晶 格 周期 势 
场 中 的 单 电 子 醉 定 斌 方程 . 但 是 ,任何 粒子 随时 间作 周期 性 回旋 运动 ,其 角 动量 
都 可 以 按 玻 尔 - 索 本 非 关 系 量 子 化 : 

fp dr = Cnt ph = (n+y)2nh (4. 10.26) 


其 中 是 整数 ,y 是 小 于 1 的 相位 修正 因子 ,对 于 自由 电子 yo 二 


在 磁场 中 电子 的 动量 已 包括 运动 动量 p，= 名 和 场 动 其 Pr = 
矢 势 4 通过 如 = Y x4 与 磁场 相 联系 . 于 是 ， 


e4 两 部 分 ， 


por = fk ar = fA dr (4.10,27) 
因为 
艇 = -er x 尼 (4.10.28) 
对 时 间 积 分 得 到 
赦 = -erx 朋 (4.10. 29) 


这 里 略 去 了 对 最 后 结果 没有 页 献 的 常数 相 加 因子 
因此 式 (4. 10.27) 中 第 一 项 回路 积分 


frar = -ofr «Bear = eB fr xdr = 200 (4.10. 30) 
其 中 多 是 坐标 空间 中 的 轨道 所 包围 的 磁 通 量 , 因 为 
xd = 2407,) (4.10.31) 


其 中 en 是 沿 磁 场 方 向 的 单位 矢量 ,4A(r, ) 是 坐标 空间 中 轨道 包围 的 面积 在 垂直 
于 磁场 方向 的 投影 . 
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根据 斯 托 克 斯 定理 , 式 (4. 10. 27) 中 第 二 项 回路 积分 是 
-只 :jyxh:dr = -eB dr = -ep (041032) 
其 中 do 是 坐标 空间 中 的 面积 元 . 这 样 动量 的 回路 积分 


par = ep = (n+y)2nh (4.10.33) 
因而 穿 过 坐标 空间 轨道 面 的 磁 通 晤 是 量子 化 的 : 
$= (n+ 20) (4.10.34) 
在 坐标 空间 轨道 包围 的 面积 在 垂直 磁场 平面 内 的 投影 也 是 其 子 化 的 : 


Ch 


Alnr,) = 2 +y) (4.10,35) 


因为 波 矢 空间 轨道 面积 4( ks ) 和 坐标 空间 轨道 面 积 4(r, ) 有 如 下 关系 : 


A(mk) = (EE ) (4.10.36) 
则 由 式 (4. 10, 35 ) 得 到 
hn) = n+) (4.10.37) 


即 在 大 空间 了 全 轨道 的 面积 是 以 2 为 单位 重子 化 的 ,这 与 自由 电子 的 情况 趟 


(4. 10,24) 是 一 致 的 . 
作为 一 个 好 的 近似 , 取 
4m hk) ACn+ lk) ~ ACnk,) 
aF Blh) E(k) 
由 式 (4.10.12) 可 以 得 到 
Esk) — E(k) = ho, 
即 相 邻 闭 合 轨道 的 能 量 差 为 普 朗 克 常 量 与 在 该 轨道 上 准 经 典 运动 回 施 频率 的 
乘积 


(4.10. 38) 
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电场 和 磁场 中 的 运动 


一 、 坎 光 放 应 和 硕 数 电阻 


为 了 简单 起 见 ,我们 从 自由 电子 气 的 漂移 速度 理论 去 讨论 电子 在 恒定 电场 
和 磁场 中 的 运动 . 在 恒定 电场 E 和 磁场 B 中 ,方程 (4.9.10) 变 为 
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mm{ 业 + 上 le=-e 4.11.1 
(+ (E+vxB) ( ) 


设 磁场 8 平 行 : 轴 方向 ,电场 在 *-y 平 面 内 ,有 


m+ Li)o, = - e(E + Be 4.11.2 
(+ (E, + Bv,) (4.11.2) 
(4.11.3) 
m+ (4.11.4) 

出 

在 稳定 情况 下 ,时 间 导 数 为 零 ,于 是 
人 =-s, ~ w, To, (4.11.5) 
i (4.11.6) 

m 

w=0 (4.11.7) 


其 中 心 六 全 ,就 是 而 面 提 到 的 回旋 频 素 , 
由 了 = - new, 可 以 得 到 在 x -y 平面 内 电流 密度 与 电场 的 关系 ， 


由 训 1 wr)E, 
Wn 
ez 


其 中 wo = -而 ,就 是 没有 磁场 情况 下 的 电导 率 , 可 见 在 同时 存在 磁场 时 ,电导 率 
是 一 个 张 贡 ,也 就 是 洛 伦 兹 力 导致 与 电场 横向 的 电流 . 由 式 (4. 11.8) 可 以 得 到 


全 


工 wwr 
已 oo | 
( 2 | ] (4.11.9) 
E, wr 1 
or 


其 中 电阻 率 张 量 是 式 (4. 11.8) 中 电导 率 张 量 的 首 张 量 . 

考虑 一 个 位 于 纵向 电场 E, 和 横向 磁场 B, 中 的 棒 形 样品 ,如 图 4.11.1 所 
示 , 如 果 在 x* 方向 测定 电流 ,电流 不 能 从 7 方向 流出 太 ,J，=0, 则 由 式 (4.11.9) 
得 到 
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和 (4.11.10) 
o 


8, 


Nt 


几 4.11,1 需 尔 效应 示意 图 
它 是 一 个 与 电流 J 横向 的 电场 , 称 为 替 尔 场 By 
定义 埠 尔 角 bn 的 正切 函数 为 堆 尔 电场 E, 与 平行 电流 方向 的 电场 = 
1 m 
oo nor 


小 之 比 为 


5 
me a 
tan On 已 B (4. . 


定义 才 尔 系数 RR 为 垂直 于 电流 方向 的 电场 分 量 除 以 电流 密度 与 磁场 的 乘 
积 ,由 式 (4. 11. 10) 得 到 


Rm- (4.11.12) 
"BY ne 
磁 致 电阻 是 指 由 于 外 加 磁场 导致 电阻 率 的 改变 , 在 现在 的 情况 下 ,由 式 
(4.11.9) 得 到 


上 
py (4.11.13) 


其 中 mn 是 没有 磁场 情况 下 ,样品 的 电阻 率 , 磁场 并 不 改变 样品 的 电阻 率 , 磁 致电 
阻 为 零 , 然而 ,在 实验 上 ,所 有 金属 在 磁场 下 都 表现 出 电阻 率 的 增加 , 原因 在 于 自 
由 电子 气 的 漂移 速度 理论 忽略 了 能 带 结构 , 即 假定 了 所 有 电子 都 具有 相同 的 漂 
移 速度 ,相同 的 质量 和 相同 的 弛 琅 时 间 , 因此 它们 受到 相同 的 洛 伦 效力 = 


-加 /的 作用 . 逢 尔 场 正好 平衡 了 磁场 中 洛 伦 兹 力 的 作用 ,因为 稚 尔 场 作 用 于 电 


子 的 力 为 Pu = 加 /, ,结果 电子 丝毫 不 受 任何 机 向 力 的 作用 . 


实际 上 ,即使 是 简单 金属 ,等 能 面 都 不 是 球形 等 能 面 ,因此 电子 的 速度 有效 
质量 、 弛 丈 时 间 都 依赖 于 能 带 结构 E(k). 这 样 总 的 平均 黎 尔 场 不 能 平衡 不 同 电 
子 在 磁场 中 的 洛 伦 效力 , 更 复杂 的 金属 或 半导体 , 输 运 性 质 往往 由 几 个 未 满 能 带 
决定 ,假定 每 个 能 带 都 是 各 向 同性 的 ,也 存在 若干 种 不 同 的 载 流 子 ,将 得 到 不 为 
零 的 磁 致 电阻. 下 面 是 一 个 简单 双 带 模型 的 例子 . 
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二 、 丽 能 带 模 型 - 才 尔 煞 应 和 磁 臻 电 组 


现在 ,我 们 假定 存在 两 种 类 型 的 载 流 子 . 每 种 载 流 子 分 别 具 有 单一 的 有 效 质 
量 m 和 mm ,以 及 平均 弛 殉 时 间 r， 和 r:, 这 样 ,每 种 载 流 子 分 别 满足 下 述 运动 
方程 : 


由 (是 + 寺 jw =-e(E+ xB) (4.11,14) 
dt 
m (+) eB + xB) (4.11.15) 


假定 磁场 旦 半 行 : 轴 , 电 场 E 在 sy 平面 内 ,同样 可 以 得 到 每 种 载 流 子 在 *-y 


平面 内 的 电流 分 最 ; 
1 -wwrYE， 
ee (4.11,16) 
?0 [ 1 ]s) 


1 wr )E, 
= 4.11, 
ee a ; 四 (4.11,.17) 


在 *-y 平 面 内 总 电流 J=J+J, 其 分 量 可 写 为 


al [a Tiwi rn aoa Ty 


Po es 


| Ter Tr) T+(or) T+ (we) 


6, 


i ri aoa Ts on oo; 有 


Tr (or Tm) T(r T+) 
(4.11.18) 


1. 低 场 和 高 场 情况 下 的 霍 尔 效应 
在 低 场 情况 下 ,wl ri， < los ri <<1, 令 J，=0, 可 以 得 到 
= (+ aa) 有 ~ (rw ry + ow ra)B, (4.11.19) 
= (mrt ow ri)E, + (go +o)E, =0 (4.11.20) 
由 式 (4. 11. 20) 得 到 
to 
TO Tt Ta 
代入 式 (4.11.19) 中 ,可 以 得 到 霍 尔 系数 : 
TO Tt ow Ts IR + oR, 


te) "we WE 
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式 中 ,R= -rR = Se RR \R; 为 每 种 载 流 子 单独 存在 的 堆 尔 系数 ,n， 和 请 


分 别 为 每 种 载 流 子 的 浓度 ， 
在 高 场 下 ,ol ri 六 1,os ri 六 1 ,由 式 (4.11.18) 可 以 得 到 


oO 


NE es). 
(wT) (wT) 


+ -2 | 《4.11.23) 


WT 


0 


,= [+ =0 (4.11.24) 
wr 


ep ed rere 


由 式 (4. 11.23) 和 式 (4.11,24) ,可 以 得 到 在 高 场 极限 下 的 起 尔 系数 ; 


A 


.25) 


其 中 nn =m + 六 是 载 流 子 的 总 密度 . 
简单 ,两 种 载 流 子 的 个 性 表现 不 出 来 . 


可 见 在 高 场 极限 下 震 尔 效应 的 理论 变 得 很 


2， 磁 臻 电阻 
由 式 (4. 11. 18) 可 以 得 到 
i ooonr J 
1l+ (wT) 1+ (wr,) l+ (wr) Ti 
(4.11.26) 
Cr +[- Ep 
[ee tT Tt T+ (or 
=0 (4.11.27) 
由 此 可 以 得 到 电阻 率 
四 0, 
Tr ony + Todor ray 
全 ns = ES wr 1 
T+ (wor) T+ (osr 有 T+ (or) 1+ (wr) 
a 
=- WE (4.11.28) 
[人 + [+ 
1 +B 1 + 1 + pp 


其 中 心 
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与 不 存在 磁场 时 的 电阻 率 pn = 而 + 进行 比较 ， 经 过 一 定 的 代数 运算 ,可 
以 得 到 


Mp pTp oio(p -pa) 8 (4.11.29) 
po po (el + oa) + (po + Hoos) 

在 这 个 公式 的 推导 中 ,我 们 简单 地 假定 能 带 中 的 载 流 子 可 以 分 为 两 组 ,每 一 
组 载 流 子 具 有 不 同 的 有 效 质 量 ,不 同 的 弛 限时 间 , 其 至 不 同 的 电荷 ( 例如 空 穴 的 
电荷 可 以 是 正 的 ). 实际 情况 是 载 流 子 的 状态 应 该 有 一 定 的 分 布 ,情况 将 要 复杂 
得 多 . 尽管 如 此 ,公式 (4. 11. 29) 仍 然 给 出 了 磁 致 电阻 现象 的 主要 特征 

首先 ,由 公式 (4. 11. 29) 可 以 看 到 ,Ap 总 是 取 正 值 , 它 表 明 在 外 磁场 下 金属 
的 电阻 总 是 增 大 的 , 仅 当 j= ps 时 ,Ap =0. 这 种 情况 正好 对 应 于 单 带 模型 的 
结果 . 

申 公式 (4.11.29) 还 可 以 看 到 ,在 低 场 下 ， 


hp ~ 0p - a (4.11.30) 
po (oto) 

磁 致电 阻 正比 于 ,但 是 在 高 场 极 限 下 ， 
ed (4.11.31) 
pe (po + ps) 


磁 致电 阻 趋 于 侈 和 值 ， 

3， 开 轨道 和 磁 至 电阻 

上 述 讨论 是 建立 在 闭合 轨道 基础 之 上 的 . 在 外 磁场 中 ,所 有 载 流 子 沿 大 空间 
的 闭合 轨道 运动 . 实际 的 能 带 结构 ,可 能 存在 不 闭合 的 开 轨 道 . 如 果 存 在 一 些 电 
子 或 空 穴 的 开 轨道 ,上 述 高 场 磁 电 阻 的 结果 会 产生 戏剧 性 的 改变 . 

在 高 场 下 ,方程 (4. 11. 18) 可 以 改写 为 


(0) my” 四 
= (4.11.32) 
hy 本 人， 


RE ar 
式 中 ， 
-时 (oamjje 。 A 
Wi a 加 加 
(4.11.33) 
1 
Ry 二 (4.11.34) 


其 中 4 为 常数 ,Rw 为 高 场 下 的 霍 尔 系数 , 由 式 (4. 11. 32) 容易 得 到 磁 致电 阻 : 
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E. 1 
?了 
这 个 公式 就 是 式 (4. 11. 28 ) 的 一 个 简洁 表达 式 . 
如 果 所 有 的 轨道 都 是 闭 轨 道 , 在 高 场 极限 情况 下 ,0., = rw 一 0, 因 此 , 磁 致电 阻 
p= AR, (4.11.36) 


(4.11.35) 


它 正 是 磁 致 电阻 趋 于 饱和 的 结果 ， 

但 是 对 于 开 轨 道 , 载 流 子 不 会 由 于 磁场 的 存在 被 迫 在 电 场 方向 作 周 期 性 运 
动 . 磁场 不 再 有 效 地 阻止 载 流 子 从 驱动 电场 中 获取 能 量 , 如 果 一 个 能 带 的 开 轨 道 
在 空间 沿 方向 延伸 ,如 图 4. 11, 2 所 示 . 由 于 载 流 子 在 "空间 垂直 于 磁场 平 


面 的 投影 轨道 旋转 也 ,因此 在 高 场 极限 下 ,这 样 的 开 轨 道中 的 载 流 于 在 上 空间 y 


方向 对 电流 的 贡献 不 为 零 ,zw 就 不 会 随 磁 场 的 增 大 而 趋 于 零 , 而 是 趋 于 一 个 常 
量 ,ov 一 8， 
40 


国 外 


图 4.11.2 


(9) 在 一 个 闭合 轨道 上 , 载 流 子 的 平均 速度 为 罕 
(b) 在 一 个 开罗 道上 ,速度 的 某 些 分 量 不 需 为 夫 


因此 ,由 式 (4.11.35) 得 到 


| op 
tz 1 


Fa 
磁 致电 阻 正比 于 有 而 无 限 增加 . 

整个 磁 致电 阻 效应 始终 与 能 带 结构 紧密 相关 ,并 受 逢 尔 效应 的 支配 . 然而 在 
低 磁场 下 , 开 轨 道 与 闭 轨道 的 差别 无 关 紧 要 . 因为 对 于 闭 轨道 ,由 于 w, r < 1 , 载 
流 子 在 散射 前 至 多 不 过 走 完 一 小 段 回路 . 这 样 ,不管 电子 在 散射 前 所 走 过 的 是 一 
段 开 轨道 ,还 是 闭 轨道 , 磁 致电 阻 都 是 局 部 曲率 , 载 流 子 的 速度 等 于 对 整个 等 能 
面 的 一 个 平均 . 

这 个 效应 对 于 实验 上 确定 金属 等 能 面 的 形状 十 分 重要 . 倘若 我 们 研究 一 个 
金属 单 唱 在 极 高 磁场 下 的 构 向 磁 致 电阻 ,如 果 发 现 ,在 一 些 磁场 方向 磁 致电 阻 是 
饱和 的 ,而 在 其 他 一 些 方向 磁 致 电阻 随 磁 场 的 增加 而 无 限 增 大 ,那么 可 以 断定 ， 
饱和 方向 对 应 于 等 能 面 的 截面 为 闭合 轨道 的 方向 ,而 磁 致 电阻 随 8 增加 的 方向 


hn (4.11.37) 
ts 
局 ES RS 
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应 该 对 应 某 些 截面 包含 开口 轨道 的 方向 ,等 能 面 必定 是 多 连通 的 


$4. 12 能 带 论 的 局 限 性 


建立 在 严格 周期 势 场 中 单 电子 近似 基础 之 上 的 能 带 理论 ,获得 了 巨大 的 成 
功 . 例如 ,用 能 带 是 否 填 满 米 理 解 金属 与 非 金属 之 间 的 差异 ,基本 是 正确 的 . 同时 
能 带 论 预言 能 腺 的 宽度 依赖 于 原子 间距 ,如果 施 加 压力 减 小 原子 间距 , 当 压力 超 
过 一 定 值 时 , 随 着 能 带 的 展 宽 , 能 隙 将 消失 ,这 样 原来 是 满 带 的 非 金属 将 转变 为 
金属 , 这 就 是 威尔逊 (A. H, Wilson ) 和 转变, 近年 来 超 高 压 实验 证 实 了 像 Si、Xe 等 
非 金属 晶体 在 高 压 下 可 以 转变 为 金属 , 但 是 能 带 理论 也 不 是 左右 过 源 的 . 特别 是 
对 于 一 些 过 渡 金 属 氧化 物 , 像 MnO 晶体 中 ,每 个 元 胞 中 有 5 个 3d 电子 ,并 未 填 
满 3d 能 带 ,而 氧 的 2p 能 带 是 满 带 . 按照 能 带 论 它 应 该 是 金属 ,实际 上 却 是 绝缘 
体 , 这 并 不 能 归 因 乎 4 带 太 罕 ,d 电子 的 局 域 性 太 强 , 因为 同样 是 过 渡 金 属 氧化 
物 , 如 TiO、VO ,Re0, 确 是 很 好 的 导体 . 


一 、 电 弛 之 间 的 呈 联 于 家 


基于 单 电子 近似 的 能 带 论 ,忽略 了 电子 - 声 子 之 间 的 相互 作用 ,也 没有 考虑 
电子 之 间 的 关联 ,而 在 容 能 电子 之 间 存在 着 很 强 的 关联 . 为 了 描述 罕 能 带 
中 电子 的 关联 作用 ,通常 采用 适 于 局 城 表示 的 瓦 尼 尔 表象 . 哈 伯 (J. Hubbard) 采 
用 下 列 哈密 顿 二 : 
He 


WDGI+ UB tt) Ti 10T) 《4.12.1) 


来 处 理 窗 能 带 中 的 电子 关联 问题 , 称 为 Hubbard 模型, 其 中 4 表示 近邻 格 位 之 间 
的 电子 跳 迁 能 基 , VU 为 经 过 屏蔽 之 后 电子 之 间 的 短程 库仑 排斥 能 , Hubbard 简单 
地 将 柑 互 作用 力 程 取 为 零 , 即 充当 两 个 自 旋 相反 的 电子 占据 同一 原子 轨道 时 , 相 
互 作用 能 取 为 U ,否则 为 零 ，| ir》、(io | 分 别 为 ; 格 点 上 具有 自 旅 e 的 电子 产生 
和 潭 灭 投影 算 符 ， 

Hubbard 模型 能 基本 征 值 的 求解 已 超出 本 书 的 讲解 范围 ,并 且 仅 对 一 维特 
例 , 才 有 严格 解 . 尽管 如 此 ,我 们 仍 可 在 物理 上 去 理解 这 一 模型 的 精 体 . 由 式 
(4.12.1) 可 见 ,Hubbard 哈密 顿 量 包括 两 项 ;第 一 项 是 由 于 电子 退 局 域 ( 电 子 在 
相 邻 格 位 之 间 的 跳跃 ) 引起 的 动能 降低 ;第 二 项 是 电子 局 域 化 ( 自 旋 相 反 的 电子 
占据 同一 原子 轨道 ) 引 起 的 库仑 关联 能 的 升 高 . 两 项 的 竞争 决定 了 电子 是 巡游 
的 还 是 定 域 的 

首先 ， 加 U =0, 则 系统 的 本 征 态 对 应 于 能 带 理论 中 的 Bloch 波 . 利用 


en | ko), i eko) (4.12.2) 


lio) = 
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可 将 式 (4. 12. 1) 中 第 一 项 的 傅 里 叶 变换 写 为 
Hyco = EE ke) ko (4.12.3) 


E(k) = Bu (4.12.4) 


式 中 E(k) 为 波 矢 为 的 Bloch 态 的 能 量 . 假定 只 考虑 最 近邻 求 和 , 则 (4.12.4) 
可 写 为 


E(k) = 1(R, = 0) + PR (4.12.5) 
式 中 R,=R,-R 为 最 近邻 格 位 之 间 的 距离 矢量 . 与 紧 束缚 能 带 公式 
Bh) = Eh ER)" (4.12.6) 
比较 ,得 到 
et(R =0)=E"-) (4.12.7) 
KR) = ~ /(R,) (4. 12.8) 


对 于 蝇 格 常数 为 a 的 简单 立方 晶体 ,J(R,) = J(a) ,能 带宽 度 四 =12J(a) = 
2zJ(a) =2z1601, 是 配 位 数 ,t=t(a), 可 见 ,t。 是 能 带 的 平均 能 量 ,14 1 正比 于 紧 
束缚 近似 的 能 带宽 度 , 

相反 ,如 果 取 4 =0, 对 应 于 晶 格 常数 为 无 限 大 的 极限 . 系统 的 能 量 可 写 为 

EB = Nb+N(20+U) (4.12.9) 
其 中 NN 是 电子 单 占 据 的 格 位 数 ,N; 是 电子 双 占 据 的 格 位 数 ,这 样 每 个 格 位 有 两 
个 能 级 4 和 如 +U. 如 果 >0, 且 平均 每 个 格 位 有 一 个 价 电子 的 情况 ,基态 时 所 
有 电子 应 当 单 占据 ,N = N,N; = 0, 每 个 电子 具有 相同 的 点 能 量 . 在 这 种 极限 
情况 下 ,电子 严格 局 城 化 . 

但 是 ,如 果 4*0,Uw0, 由 于 相 邻 格 位 原子 轨道 波 函数 有 交 从 ,那么 将 分 别 
形成 以 和 t+U 为 中 心 的 两 个 子 能 带 ， 8 
能 量 低 的 能 带 称 下 Hubbard 带 ,能 量 高 的 
能 带 称 上 Hubbard 带 . 因此 ,6 (或 下 ) 和 itv 
是 Hubbard 模型 的 两 个 重要 参数 , 它 决定 
了 能 带 的 宽度 和 它们 之 间 带 际 的 宽度 . 图 


4.12.1 给 出 Hubbard 能 带 与 下 的 关系 , 可 
见 , 当 E(k) 能 带 半 满 时 ,如 果 电 子 之 间 的 


(其 - 记 录 
关联 作用 使 得 上 < -2 ,下 Hubbard 带 被 填 人 
全 图 4.12.1 Hubbard 模型 半 满 能 带 中 


满 , 上 Hubbard 带 则 是 空 带 ,系统 表现 为 绝 电子 从 局 城 态 到 扩展 态 的 转变 
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缘 性 术 反 ,当中 > 计时 ,上 ,下 Phbend 各 重要 ,系统 具有 金属 因此 (里) = 


-二 是 金属 -绝缘 体 (M -1 转变 点 . 这 个 转变 依赖 于 电子 -电子 之 间 的 关联 , 通 


常 称 为 莫 特 转变 . 

因此 考虑 到 罕 能 带 中 电子 - 电子 的 关联 ,就 能 解释 为 什么 同样 具有 未 满 d 
带 的 过 渡 金 属 氧化 物 , 有 些 是 良 导体 ,有 些 则 是 绝缘 体 . 它 到 决 于 4(W) 和 U 之 
间 的 竞争 


二 、 无 并 系统 中 波 的 局 城 化 


布 洛 赫 定 理 告诉 我 们 ,严格 周期 势 场 中 的 单 粒 子 态 是 扩展 态 , 然而 在 品格 振 
动 一 章 中 ,我 们 已 经 看 到 ,如 果 一 维 完整 唱 链 中 包含 了 一 个 杂质 原子 ,就 会 产生 
一 个 位 于 禁 带 中 的 局 城 声 子 模 . 在 第 六 章 半导体 电子 论 中 我 们 将 会 看 到 ,如 果 在 
纯净 的 半导体 中 , 扒 入 少量 的 杂质 原子 ,也 会 产生 位 于 禁 带 之 中 的 局 域 化 电子 
态 , 看 来 ,除了 电子 之 间 的 强 关联 效应 外 ,无 序 也 是 导致 波 的 局 域 化 的 一 个 原因 ， 

1958 年 ,Anderson 提出 了 由 于 无 序 导 致电 子 局 城 化 的 概念 , 他 首先 研究 了 
在 无 规 势 场 中 电子 的 运动 ,发 现 当 无 规 势 足够 强 时 ,电子 波 将 发 生 局 城 化 , 
Anderson 将 紧 束缚 近似 方法 推广 用 于 无 序 系统 ,提出 下 面 简化 的 无 序 模型 : 


He Dalddil+ Doli) dl (4.12.10) 


式 中 | 站 与 (4. 12.1) 中 符号 相同 ,s, 是 第 i 个 格 位 电子 的 能 量 ,4 是 i 格 位 和 j 格 
位 的 交 玖 积分 . 如 果 假 定 近邻 格 位 之 间 的 间距 大 致 相等 , 则 所 有 4, 相 等 , 即 6 = 
4 为 常数 表明 系统 具有 短程 序 . Anderson 假定 各 格 位 上 电子 的 能 量 s, 在 能 量 
宽度 4 内 按 概率 

二 ，jels 生 
Pls) = (4.12.11) 


4 
vr A a 


随机 分 布 . 由 于 s, 是 随机 变量 ,HH 系统 的 平移 对 称 性 将 被 破坏 . 因此 在 Anderson 
模型 中 ,系统 不 具有 长 程序 ,只 保留 着 短程 序 
图 4.12.2 示意 地 画 出 了 “ 维 Anderson 无 序 势 阱 模型 . 在 这 个 模型 中 格 点 
的 几何 排 布 仍然 是 规则 的 ,而 每 个 格 点 的 势 场 是 随机 变化 的 . 
系统 中 电子 的 紧 东 缚 波 函 数 可 以 写 为 
上) = Dali) (4.12.12) 
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式 中 | 让 是 i 格 位 的 原子 轨道 波 函 数 . 如 果 | 小 ) 满 足 
HIy) = Ely) (4.12.13) 


HR 有 rm 


-Wa 


阁 4.12.2 一 维 Anderson 无 规 势 场 模型 
在 只 考虑 最 近邻 交 登 积分 情况 下 ,可 以 得 到 概率 幅 a 满足 的 矩阵 方程 : 


Ba = ea + 1 a (4.12.14) 


在 4=0 的 极端 情况 下 ,所 有 格 点 具有 相同 的 能 量 , 即 没有 无 序 , 电子 态 是 扩展 
态 , 紧 束缚 式 中 z 为 点 阵 的 配 位 数 . 
能 带宽 度 为 


We= 2 了 (4.12.15) 


另 一 个 极端 , 若 4 天 0 ,保留 有 限 值 ,而 取 4= 0, 即 格 点 之 间 电 子 波 函 数 的 而 
合 为 零 , 这 时 能 带宽 度 WW =0, 它 表明 每 个 格 位 的 电子 波 函 数 是 完全 局 城 的 原子 
轨道 波 函数 ,e, 按 式 (4. 12.11) 随 机 分 布 

显然 ,可 以 用 一 个 最 网 为 ! 的 无 序 参量 


6 =A/W (4.12.16) 


去 描述 无 序 和 有 序 之 间 的 竞争 . 当 $ 足 够 大 时 ,系统 中 全 为 局 域 态 , 可 以 期 待 , 随 
着 无 序 参量 的 减 小 ,使 之 达到 一 个 临界 值 6 时 ,开始 出 现 扩展 态 . 如 果 继 续 减 小 
6, 扩 展 态 将 不 断 增加 ,这 时 系统 中 扩展 态 与 局 域 态 共存 , 然而 要 求 得 无 序 参量 的 
临界 值 5 并 不 是 一 件 轻而易举 的 事 , Anderson 采用 基于 微 扰 论 的 Green 两 数 方 
法 ,得 到 了 这 个 临界 值 ,但 它 已 远 远 超 出 了 本 书 讲解 的 深度 . 

基于 Anderson 无 序 模型 ,Mot 提出 了 迁移 率 边 的 设想 . 在 扩展 态 与 局 域 态 
共存 的 情况 下 ,扩展 态 位 于 能 带 中 心 , 局 域 态 位 于 带 边 附近 , 存在 一 个 划分 局 城 
态 与 扩展 态 的 能 最 分 界线 , 称 为 迁移 率 边 , 图 4. 12. 3 示意 地 画 出 了 非 咒 半导体 
的 电子 能 态 密度 曲线 ,E.。 和 好 -分 别 为 导 带 和 价 带 的 迁移 率 边 . 图 中 阴影 区 代表 
局 域 态 的 区 域 . 

通过 改 灾 无 序 度 ,例如 改变 摊 杂 半导体 的 杂质 浓度 可 以 使 Fermi 能 附近 的 
电子 态 由 扩展 变 为 局 域 , 从 而 导致 M -1 转变 ,通常 称 为 Anderson 转变 

尽管 Anderson 转变 与 Mott 转变 都 涉及 M -1 转变 ,但 两 者 的 物理 机 制 是 这 
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然 不 同 的 . Anderson 转变 是 在 单 电 子 基础 之 上 ,由 于 无 序 效应 而 产生 的 . 而 Mott 
转变 则 是 由 于 罕 能 带 中 电子 - 电子 之 间 的 强 关联 所 产生 的 , 它 是 一 种 多 体 效 应 ， 
即使 在 完整 晶 格 中 也 会 产生 . 

ME) 


bem 0 Evm E 


图 4. 12.3 非 品 半导体 的 能 态 密度 曲线 
人 和 Bi 分别 为 价 带 和 导 带 的 迁移 率 边 


第 五 章 
金属 电子 论 


$5.1 费 米 分 布 函数 和 自由 电子 气 比热容 


一 、 渴 米 分 市 吕 数 
金属 的 物理 性 质 主要 取决 于 导 带电 子 , 在 单 电子 近似 下 , 导 带 电子 可 以 看 作 
是 一 个 近似 独立 的 粒子 系 , 系统 中 的 电子 具有 一 系列 确定 的 本 征 态 ,这 些 本 征 态 
由 能 带 理论 确定 . 系统 的 宏观 状态 ,可 以 用 电子 在 这 样 的 本 征 态 上 的 分 布 来 描 
述 . 其 平衡 统计 分 布 函数 就 是 费 米 (E, Fermi) 分 布 函数 ， 
NE) = wr 
它 直接 给 出 了 一 个 能 量 为 有 的 量子 态 被 电子 占据 的 概率 . 根据 泡 利 原理 ,一 个 
量子 态 只 能 容纳 一 个 电子 ,所 以 费 米 分 布 函 数 实际 上 给 出 了 一 个 节 子 态 的 平均 
粒子 占据 数 . 如 果 系统 中 有 N 个 电子 , 则 
A =N (5.1.2) 
人 
即 费 米 分 布 琢 数 对 所 有 量子 态 求 和 等 于 系统 中 心 电 子 数 . 根据 能 带 论 , 导 带 中 的 
能 量 状态 是 准 连 续 分 布 的 ,可 以 把 对 状态 的 求 和 变 为 对 能 量 的 积分 ， 
Js)wCE)dE =w (5.1.3) 


(5.1.1) 


其 中 N(E) 是 能 态 密度 函数 . 

费 米 分 布 函数 式 (5. 1. 1) 中 ,参数 Ei 称 为 费 米 能 ,也 就 是 系统 的 化 学 势 . 它 
代表 在 体积 和 温度 不 变 时 ,系统 增加 或 减少 一 个 电子 时 所 增加 或 减少 的 能 量 . 系 
统 的 费 米 能 取决 于 温度 和 电子 的 浓度 , 它 可 以 由 式 (5.1.3) 的 积分 确定 . 


二 、 基 态 (T=0 民 ) 下 的 分 布 吕 数 及 ( 忆 ) 和 自由 电子 气 的 费 来 能 包 
当 温 度 了 =0 K 时 ,分 布 函数 
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1, Es<E 
0, E>E 
其 中 H( Ei -E) 称 为 交 维 赛 单元 函数 . 可 见 在 基态 下 ,E< 6; 的 所 有 状态 都 被 占 
据 , 而 E>&4 的 所 有 状态 都 是 空 的 ,EE 就 是 价 电 子 的 最 高 能 量 ,并且 有 


J(E) = = H(E? -E) (5.1.4) 


-A = 8(E?-E) Ci 
分 布 函数 对 能 量 的 微分 是 峰 位 在 5; 的 5 函数 . 
对 于 自由 电子 气 ,有 
E(k) = (5.1.6) 
将 其 代 人 式 (5.1.3) 得 到 
N= J(E)N(E)dE = 志 ( 细 六 tag (5.1.7) 
完成 上 述 积分 ,得 到 
B= 艺 (2 ~ = 起 (rn) (5.1.8) 
其 中 = 个 为 电子 浓度 . T=0 时 费 米 能 Br 仅 仅 依赖 于 电子 浓度 . 
系统 的 基态 能 量 为 
,= EN(E)dE = 示 ( 委 nt B= BE? (5.1.9) 
利用 式 (5.1.8) 和 式 (5. 1,7) ,可 得 到 每 个 电子 的 平均 能 量 为 
> = (5.1.10) 
电子 的 平均 速度 为 


(5.1.11) 


因为 了 =0K,F = U。 -7S = ,根据 热力 学 关系 可 求 得 电子 气 的 零 温 压 强 : 

oF) o> 

列 , 
对 一 般 的 金属 ,如 果 取 n=10” ~ 103/em',m~10-” 就 得 到 t=1.5 ~7 

EV ,=10 em/s,po ~1.01 x10m Pa 可 见 , 即 使 在 绝对 零度 , 价 电子 的 最 高 能 

Pr 


(5.1.12) 
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三、 激发 态 (7 天 0 K) 时， 自由 电子 气 的 党 来 能 已: 


因为 基态 费 米 能 是 一 个 很 高 的 能 量 ,定义 Tr = Es/k 为 费 米 温度 , 它 大 约 为 
50 000 K. 在 室温 了 附近 7/T, = 1 % ,分 布 函数 与 基态 情况 相 比 ,差别 极 小 ,仅仅 
是 怀 附近 性 7 范 围 内 的 电子 被 激发 到 碟 以 上 的 状态 中 ,而 以 下 留 下 一 些 空 
态 . 6; 与 Bt 的 差别 也 极 小 电子 系统 总 是 具有 高 的 动能 ,但 是 它 未 必 就 是 极 


“ 热 "的 ,因为 低 于 E; 的 所 有 能 级 几乎 都 填 满 了 ,因此 它 也 几乎 不 能 把 自己 的 任 
何 能 量 传 给 一 个 较 冷 的 物体 . 


因为 E/T 六 1 ,分 布 函数 如 图 5. 1. 1 所 示 ,为 


1， E-E, < -7 
NB) = mb Ii, Eo, (5.1.13) 
pr , . 
0 


,EE-E»h?T 


用 5.1,1 Ts0 和 7x0 的 分 布 函 数 


并 且 有 


_ ME) -1 1 ee 
8 ~ hr Tormmr ile mm ei ~ ME-E) 


(5.1.14) 
它 近似 是 一 个 关于 局 对 称 的 8 函数 . 


分 布 函数 的 这 些 特点 使 得 我 们 可 以 采用 近似 方法 得 到 7#0 K 时 的 费 米 能 
局 .由 
N= iw)AE)ae (5.1.15) 


令 Q(E) = [NE) dE,0'(E) = N(E) ,对 式 (5.1.15) 做 分 部 积分 ,有 
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N= (EAE) NS + 5)(- A)ae (5.1.16) 


因为 (wm) =0,0(0) =0, 上 式 右边 第 一 项 为 零 , 而 第 二 项 中 -六 =8(E -E,), 


峰值 在 E; 处 ,可 将 0(E) 在 Er 处 作 泰 勒 展开 ,准确 到 二 次 项 ,并 将 积分 下 限 推 
延 到 -wm ,得 到 


Nn =Q(E) (~)aer oa) fe -£0)(- MW)as + 
$0"E) 六 Ge 人 -二 (S17) 


上 式 右边 第 一 项 积分 三 ( - 疹 )dE = 1 
第 二 项 由 于 被 积 函 数 为 (5 -E,) 的 奇 函 数 有 
[en(-Mee 


EB-bk, 
第 三 项 中 , 令 #= 7 ,有 


(kT) 


[2-8 (- MA) = (7 和 


(5.1.18) 
由 此 式 (5.1.17) 变 为 


Q(BE) + ECE) Cr) 
由 于 局 非常 接近 区 ,在 Et 处 将 0( 8,) 作 泰勒 展开 ,并 精确 到 (7)” ,有 


N= O80) + (Bh ~ EY) + SOE CT) 5.1.19) 


注意 到 0O( 忆 ) = N(E)dE = N, 由 式 (5.1.19) 可 得 到 


"(Er?) NB) 
= Bt ~ Th Ep Et 
i GO BG NOB er) (5.1.20) 
因为 N(E) e+, 由 式 (5.1.20) 有 
B=! -和 区 (5.1.21) 


可 以 看 到 , 随 着 温度 的 升 高 , 费 米 能 略 有 下 降 . 假设 局 =5 eV, 在 0K 到 300kK 之 
间 E; 的 相对 下 降 仅 约 为 5x10 
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电子 气 与 经 典 理想 气体 统计 性 质 的 差异 , 称 为 简 并 性 . 泡 利 原理 使 电子 气 具 
有 极 大 的 零 温 能 和 零 温 压 强 ,是 简 并 的 特点 . 电子 气 简 并 的 概念 与 量子 力学 中 的 
简 并 概念 毫 无 关系 ,后 者 通常 指 几 个 状态 具有 相同 的 能 量 . 下 面 的 条 件 是 简 并 的 
判 据 : 


El(T) = EB > hrT (5.1.22) 


因此 只 要 温度 7 比 费 米 温度 Ti 低 得 多 ,7 << 7; ,电子 气 就 是 简 并 的 . 判 据 
(5.1.22) 和 式 (5.1.8) 定 义 了 临界 的 电子 浓度 ne , 当 


1 12m 
3 和 | 


则 电子 气 就 是 简 并 的 . 据 此 可 知 , 电 子 浓度 越 大 ,温度 越 低 , 简 并 性 越 强 . 在 了 = 
0K 时 ,自由 电子 气 是 完全 简 并 的 ,在 室温 下 ,金属 电子 气 也 是 高 度 简 并 的 ， 


四 、 自 由 电子 气 的 比 热 窜 
在 温度 了 时 ,电子 气 的 总 能 量 


nng= 


(5.1.23) 


U(T) = [ENCEAE) dE (5.1.24) 
利用 和 上 耐 完 爹 相同 的 近似 方法 计算 积分 ,引入 
R(E) = [EN(E)aE, R'(E) = EN(E) (5.1.25) 
容易 得 到 与 式 (5.1.19) 类 似 的 结果 
U(T) = R(E) + (E; - EY)R'(ES) + TREN CT) (5.1.26) 


7 


注意 R(E) = U 是 基态 能 量 ,， (aT) R'E) = EN EY), 
R'E?) =N(E) + EN 局 ) ,以 及 N(E) ~E+, 容 易 得 到 
UD) = Ui + SNE (hr) ($5.1.27) 


式 中 第 二 项 为 电子 气 的 热 激发 能 量 , 实际 上 在 温度 了 时 ,只 有 9 附近 7 范围 
内 的 电子 被 热 激发 , 热 激发 的 电子 数 约 为 N( EE;)k7, 每 个 电子 的 平均 热 激发 能 
约 为 7, 因 此 可 以 估计 总 的 热 激发 能 大 约 为 N( 本) (kT)* ,估计 值 和 计算 值 只 


差 写 因子 . 
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从 式 (5.1.27) 可 以 得 到 自由 电子 气 的 比热容 : 
aU 
a7 


c=( ) = Svar (5.1.28) 


(5.1.29) 


(5.1,30) 


与 经 典 气体 不 同 ,电子 气 的 比热容 与 温度 成 正比 . 在 室温 附近 , 它 只 是 经 典 
比 热 的 T/T ~1 % ,电子 对 比热容 的 贡献 微乎其微, 这 是 由 于 受 泡 利 原理 的 限 
制 ,大 多 数 低 于 竟 米 能 的 电子 不 参与 热 激 发 ,只 有 则 米 能 附近 的 电子 才 对 比 热 有 
贡献 . 二子 理论 成 功 地 解答 了 电子 比热容 之 谜 
金属 的 总 比热容 应 该 包括 品格 比热容 和 电子 比热容 两 部 分 ; 
C = C87 +CPY (5.1.31) 
如 果 用 自由 电子 模型 处 理 电子 比热容 ,用 德 拜 模型 处 理 晶 格 比 热 容 , 可 以 得 到 如 
图 5,1,2 所 示 的 品格 比热容 与 电子 比热容 与 温度 的 关系 . 可 以 看 到 ,温度 高 于 德 
拜 温度 时 , 蝇 格 比热容 起 主导 作用 , 只 有 在 很 低温 度 下 ,电子 对 金属 的 比热容 才 
有 显著 贡献 . 当 7 一 0 K 时 ,电子 比热容 按 了 的 线性 函数 趋 于 零 , 但 唱 格 比热容 按 
了 下 降 ， 
Ch eyT+ oT {el 2 
其 中 比热容 系数 


(5.1.33) 


i 
bi 0° Tr TK 


图 5.1,2 出格 比热容 ,电子 比热容 与 温度 的 关系 
注意 温度 标尺 由 线性 改 为 对 数 标 度 之 处 
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车 令 yT=bT 将 得 到 一 个 温度 : 


s Wt 
7 - 四 (5.1.34) 
(a 
以 金属 网 为 例 , 若 取 9。 =310 K,Ty =3 x 10' ,得 到 7" ~4.6 K, 低 于 此 温度 电 


子 比热容 占 优势 . 

如 果 测量 金属 的 低温 比热容 ,并 以 C,/T 对 7 作曲 线 ,我 们 将 得 到 一 条 直 
线 , 如 图 5. 1 3 所 示 , 则 由 直线 的 斜率 可 以 得 到 品格 比热容 系数 热 ,从 而 可 得 
到 德 拜 温度 . 而 由 直线 在 C,/7 轴 上 的 截 距 可 得 到 电子 比热容 系数 y, 从 而 得 到 

0.025 a 

0.020 
0.015 
0010 


Fimo KY 


0.05 


图 5.1.3 碱土 金属 的 低温 总 比热容 

,实验 得 到 的 y 值 列 于 表 5. 1. 1 中 , 可 以 看 到 对 于 很 多 金属 ( 除 过 渡 金 属 外 ) ， 
由 自由 电子 模型 得 到 的 ys 与 实验 值 yx 符合 得 相当 好 ,一 个 给 出 了 这 样 一 些 
结果 的 理论 ,肯定 包含 很 多 真理 "(H. A. Lorentz). ya x yx 的 偏差 是 由 于 自由 电 
子 气 模型 是 一 个 过 于 简单 的 模型 , 实际 上 考虑 到 周期 性 势 场 的 影响 ,电子 的 比 热 
容 系 数 y 与 能 态 密度 N( 友 ) 的 比例 关系 仍 可 一 般 地 推导 出 来 . 不 同 金属 的 
N() 不 是 一 个 定 值 , 特别 是 对 于 过 渡 金 属 , 从 能 带 论 来 看 ,除了 未 满 的 。 带 外 ， 
还 存在 未 满 的 d 带 ,d 带 是 内 层 电子 的 窗 能 带 ,加 之 5 个 d 轨道 形成 的 能 带 严重 
地 交 登 ,有 特别 大 的 态 密度 , 同时 d 带 与 s 带 也 有 很 大 的 重 侣 , 费 米 能 位 于 d 带 
中 ,如 图 5.1.4 所 示 , 因此 ,过 渡 金 属 N(,) 很 大 ,具有 很 高 的 电子 比热容 . 


NE) 


| 
Er E 


图 5.1.4 过渡 金 属 的 能 带 
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表 5.1.1 一 些 金属 元 素 电子 比热容 系数 的 实验 值 7 
及 其 与 自由 电子 气体 理论 值 y,. 的 比较 


元 素 yo/(m ,mol eK) Yrw/Yom | 元素 Yow /my mol K) y。 


四 1.6 2.2 jm 0.08 0.045 
Na 4 13 |s onl 0.067 
K 2.1 13 |m 3.4 6.1 
Cu 0.70 14 vy 9.3 16 
Ag 0.65 10 jc 1.4 L8 
Au 0.73 41 juny 个) 9.2 15 
Mg 13 413 | Fe 5.0 8.0 
Al 14 415 le 4.7 
pb 3.0 2.0 |Ni 7.0 四 


让 ，L yew 取 自 5C 占 这 尔 , 轩 体 物理 避 论 ,北京 科学 出 版 村 ,1979, 表 6.2 
2 过 丰 族 金属 yoo 的 计算 , 除 Cr 的 Z 取 1 外 ,其他 之 =2 

20 世纪 70 年 代 以 来 ,人 们 发 现在 诸如 CeA1,CeCu,5i, ,UBe,, ,UP 等 金属 
合金 其 电子 比热容 系数 y 具有 非常 高 的 数值 ,y > 400 mJA(mol ，K?). 对 于 CeAl 
达到 1 620 mJA(mol 。K?)[ 对 于 金属 Cu,y 仅 为 1 mJ/(mol ，K?)], 所 有 这 些 材 
料 都 包含 有 未 满 的 窄带 ,而 且 费 米 能 处 于 这 些 带 中 ,因此 N(5,) 相 当 高 . 因此 
7 值 特别 大 , N(E,) 大 意味 着 电子 有 很 大 的 有 效 质量 m* , 它 大 约 是 自由 电子 质 
基 的 1 000 倍 , 称 为 重 费 米子 . 


$5.2 金属 的 费 米面 


费 米 面 是 与 金属 中 传导 电子 动力 学 性 质 有 关 的 一 个 数学 结构 . 它 被 定义 为 
在 大 空间 能 量 为 常 值 ,的 曲面. 在 绝对 零度 下 , 费 米 面 就 是 电子 占据 态 与 来 占 
据 态 的 分 界面 在 上 面 一 章 中 ,我 们 已 经 看 到 布 洛 赫 电子 的 动力 学 性 质 强 烈 地 依 
塌 于 等 能 面 的 形状 . 由 于 金属 中 传 学 电子 是 高 度 简 并 的 ,使 得 在 弱 外 场 下 只 有 费 
米 能 Er 附近 能 态 占据 状况 发 生变 化 ,因此 和 费 米面 的 概念 给 金属 的 主要 物理 性 质 
提供 了 精确 的 解释 . 

绝缘 体 和 非 简 并 半导体 , 趴 米 能 正好 处 于 能 区 之 内 . 严格 地 讲 , 能 除 里 没有 
电子 的 允许 态 , 因 此 费 米 面 的 概念 就 失去 了 意义 , 处 理 绝缘 体 和 非 简 并 半导体 
时 ,通常 不 用 费 米面 而 用 导 带 底 附近 或 价 带 项 附近 的 等 能 面 . 因此 ,尽管 很 少 有 
人 把 金属 定 义 为 "具有 韶 米 面 的 固体 ” ,但 这 仍然 可 能 是 今日 能 给 金属 下 的 最 有 
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意义 的 定义 (A. R. Mackintosh). 
一 、 金 属 费 米面 的 构造 ,哈里 下 构图 法 


在 自由 电子 气 模型 中 ,不 考虑 点 阵 周期 势 的 作用 , 费 米 面 是 大 空间 的 球面 
在 绝对 零度 时 , 球 的 半径 是 


(3mesm) (5.2.1) 


上 通常 称 为 费 米 波 数 , 它 仅 仅 依赖 于 电子 的 浓度 

对 于 实际 的 金属 ,由 于 点 阵 周期 势 的 影响 , 费 米 面 的 形状 可 能 变 得 很 复杂 . 
错 势 方法 证 明 , 对 于 许多 金属 , 近 自 由 电子 近似 方法 是 一 个 好 的 近似 ,电子 的 行 
为 十 分 接近 自由 电子 , 是 否 可 以 从 自由 电子 的 费 米面 过 渡 到 近 自 由 电子 的 费 米 
面 呢 ? 哈里 森 (WW, A. Hamrison) 提 出 的 构图 法 使 我 们 可 以 不 通过 理论 计算 , 十 分 
有 效 地 去 构造 许多 简单 金属 费 米 而 的 素描 ,只 要 注意 下 列 事实 : 

1， 电 子 与 点 阵 的 相互 作用 在 布 里 渊 区 边界 处 产生 能 陈 ,形成 能 带 结构 . 能 
谱 E(k) 是 倒 点 阵 的 周期 西数 . 

2， 点 阵 周 期 势 几乎 总 使 等 能 面 垂直 于 布 里 渊 区 边界 ,并 使 等 能 而 上 的 尖锐 
角 加 滑 化 . 

3， 费 米面 所 包围 的 总 体积 仅仅 依赖 于 电子 的 浓度 ,而 不 依 坦 于 周期 势 的 
细节 

现在 以 二 维 正方 点 阵 为 例 说 明 如 何 用 哈里 森 构图 法 从 白 由 电子 的 费 米面 得 
到 近 自由 电子 的 费 米面, 首先 画 出 正方 点 阵 的 布 里 济 区 . 再 以 第 一 布 区 中 心 为 原 
感 , 以 种 = (3 并 曾 一 个 轩 , 愉 仅 取决 于 实际 的 电子 浓度 图 5.2.1(a) 是 以 
任意 电子 浓度 夯 出 的 自由 电子 费 米 面 在 这 种 情况 下 ,第 一 布 区 被 电子 填 满 , 没 
有 费 米 面 , 自由 电子 的 费 米 面 将 分 布 在 第 二 三 .由 个 布 区 中 . 属于 同一 布 区 中 的 
费 米面 彼此 分 离 的 . 这 就 是 自由 电子 费 米面 的 扩展 能 区 图 示 , 应 用 约 化 能 区 图 
式 ,这 种 分 离 能 够 弥合 ,如 图 $.2. 1(b) 所 示 . 可 以 看 到 在 约 化 能 区 图 式 中 ,属于 
第 二 布 区 中 的 费 米面 现在 变 为 闭合 的 ,但 第 三 布 区 和 第 四 布 区 中 的 费 米面 各 部 
分 仍 是 非 团 合 的 但 是 在 周期 能 区 图 式 中 ,第 三 和 第 四 布 区 中 的 虽 米 面 都 是 闭合 
的 ,如 图 5.2.1(e) 所 示 . 

哈里 森 给 出 一 种 更 直截了当 的 构图 程序 来 构 作 自由 电子 的 费 米 面 . 首先 定 
出 诸 倒 点 阵 ,然后 以 每 一 个 倒 结 点 为 加 心 , 以 相应 的 电子 浓度 所 确定 的 费 米 波 数 
所 为 半径 作 贺 .在 空间 处 于 至 少 一 个 球 内 的 任 一 点 相应 于 第 一 布 里 内 的 一 个 
被 占 据 态 . 同时 处 于 在 至 少 两 个 球 内 的 一 些 点 相应 于 第 二 布 区 内 被 占据 的 状态 . 
对 于 在 三 个 或 更 多 球 内 的 点 依 此 类 推 ,如 图 5. 2. 2 所 示 . 
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图 5.2.1 自由 电子 费 米面 的 能 区 图 式 
(4) 扩展 能 区 疼 式 《bi 简 的 驳 区 用 式 《ec) 周期 能 区 图 趟 


第 三 区 第 四 区 


四 


第 四 区 


- 少 
+ 


图 5.2.2 自由 电子 费 米面 的 哈 扭 森 构 图 法 
以 上 根据 自由 电子 气 做 出 的 结构 ,由 于 没有 能 隙 ,实际 上 并 无 什么 意义 . 真 
实 金 属 的 电子 ,由 于 周期 势 的 作用 . 布 里 渊 区 界面 存在 能 际 , 将 使 费 米面 畸变 . 注 
意 到 费 米面 垂直 于 布 区 界面 ,并 使 尖 角 圆滑 化 ,很 容易 由 自由 电子 的 费 米面 得 到 
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近 自由 电子 的 费 米面 ,如 图 5. 2. 3 所 示 . 图 中 阴影 区 域 的 状态 被 电子 占据 ,其 能 
量 较 无 阴影 区 域 低 . V ,E(k) 表示 能 量 增加 的 方面 . 因此 ,第 三 和 第 四 布 里 济 区 
中 的 费 米面 是 类 电子 的 ,而 第 二 区 中 的 费 米面 是 类 空 穴 的 


四。 


第 二 区 第 三 区 。 第 四 区 


图 5.2.3 近 自 由 电子 的 费 米面 


费 米面 的 形状 通常 在 简约 能 区 图 式 中 表示 出 来 ,而 费 米面 的 连通 性 却 在 周 
期 能 区 图 式 中 表现 得 最 清楚 . 


二 、 实 际 金 属 的 赏 米 面 


1. 碱 金 属 
碱 金属 是 简单 的 金属 ,它们 具有 bee 结构 ,每 个 元 胞 中 仅 有 - -个 价 电 子 , 假 
设 品格 常数 为 a, 则 包子 的 浓度 "= 2/a'", 费 米 波 数 


hb si(3mn)t = 0.620 (3) 
a 
体 心 立方 唱 格 的 布 里 洲 区 为 正 12 面体 , 它 的 内 切 球 半 径 , 即 区 域 中 心 至 区 界面 
最 短 距离 ,为 0 70( ,因此 费 米 面 全 部 包含 在 第 一 布 里 渊 区 内 ,点 阵 相互 作 


用 较 能 , 这 样 碱 金属 的 费 米 面 都 是 稍稍 形变 的 球 ; Na 的 费 米面 接近 球形 ,Cs 变 
形 约 为 10 % 

2. 碱土 金属 

碱土 金属 例如 Ca\Sr 只 有 fee 结构 , 每 个 元 胞 中 有 两 个 价 电子 ,自由 电子 费 
米 球 的 体积 将 延伸 到 第 一 布 里 沙 区 之 外 ,因此 费 米 面 由 第 一 带 里 的 空 穴 球面 和 
第 二 带 的 电子 球面 构成 

3， 三 价 金属 

三 价 金属 如 Al, 具 有 fee 结构 ,每 个 初 基 元 胞 中 含有 三 个 价 电子 ,自由 电子 
的 费 米 球 将 延伸 至 第 一 布 里 济 区 以 外 . 由 于 点 阵 周 期 势 的 作用 ,使 第 三 ,四 布 里 
渊 区 的 费 米 面 将 变 得 支离破碎 ,如 图 5. 2. 4 所 示 . 

4 贵金属 

贵金属 Cu 具有 fee 结构 ,每 个 初 基 元 胞 中 仅 一 个 4 s 电子 ,h = 0. 620 . 


[2 布 里 湖区 为 14 面体 ,内 切 球 尘 径 ( 布 里 洲 区 中 心 到 六 角形 区 界 的 距离 ) 
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COs 


图 5.2.4 外 的 费 米 面 的 简约 能 区 图 


为 名 (让) 全 看 起 来 , 费 米 面 应 该 是 一 个 稍为 哺 变 的 球 . 但 实验 证 明 ,Cu 的 费 
米面 畸变 得 很 万 害 . 球体 沿 [111 ] 方 向 被 拉 成 一 个 圆柱 的 西 起 , 它 在 很 大 的 面积 
上 与 区 的 六 边 形 面 接触 ,如 图 5. 2. 5 所 示 . 这 是 由 于 点 阵 周 期 势 强烈 作用 的 结 
果 在 周期 能 区 图 式 中 , 它 构成 一 个 复 连通 的 费 米面 


图 5.2.5 网 的 竟 米 面 


55.3 费 米 面 的 实验 测定 


迄今 已 经 发 展 了 若干 强 有 力 的 测定 金属 费 米面 的 实验 方法 . 这 些 方法 有 回 
旋 共 振 , 德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 效应 ` 磁 致电 阻 、 磁 声效 应 等 . 我 们 不 准备 讨论 所 有 方 
法 的 细节 ,而 仅仅 选择 回旋 共振 和 德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 效应 ,因为 这 是 两 种 最 典型 
的 实验 ,它们 都 显示 在 均匀 磁场 中 金属 性 质 具有 “1/B" 的 特征 周期 性 . 


一 、 回 咎 共 根 


在 $4.11 中 ,我 们 已 经 陶 明 :在 磁场 B 内 , 费 米面 上 由 一 个 电子 的 矢量 所 
描绘 的 轨道 ,就 是 费 米 面 与 一 个 垂直 于 妇 的 平面 的 交 线 . 对 于 一 个 闭合 的 轨道 ， 
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具有 确定 的 回旋 频率 


(5.3.1) 
于 
这 个 精辟 的 定理 乃 是 所 有 研究 费 米面 方法 的 核 

回旋 共振 实验 ,是 在 施加 磁场 的 同时 ,施加 一 个 微波 场 ,通过 与 微波 场 的 共 
振 来 观察 回旋 频率 . 实际 上 的 程序 是 保持 微波 振动 频率 恒定 ,而 扫描 静 磁场 B 
的 大 小 . 当 微波 场 的 频率 与 回旋 频率 相等 ,达到 共振 时 ,电子 将 从 微波 场 中 迅速 
豚 收 能 量 , 从 一 个 朗 道 能 级 跳 到 另 一 个 高 能 量 的 朗 道 能 级 上 , 这 样 ,测量 磁场 与 
微波 吸收 功率 的 关系 曲线 ,就 可 以 得 到 电子 沿 闭 合 轨道 运动 的 回旋 频率 

回旋 共振 实验 是 一 种 很 精致 的 实验 , 它 要 求 :(1) 样品 很 纯净 ，(2) 测量 温 
度 极 低 而 磁场 很 强 . 因为 要 观察 到 明显 的 吸收 峰 ( 较 小 的 吸收 线 宽 和 较 大 的 吸 
收 强度 ) ,必须 满足 w,r >> 1. 其 物理 意义 是 ,在 电子 两 次 相 邻 的 碰 擅 时 间 间 隔 
内 ,电子 将 绕 B 旋转 许多 图 ,形成 位 相 相 干 的 回旋 轨道 . 例如 ,在 室温 下 的 普通 
金属 ,这 种 效应 是 观察 不 到 的 , 因为 在 这 种 条 件 下 ,杂质 或 点 阵 振动 的 散射 使 得 
电子 的 弛 丈 时 间 大 约 是 10" s. 要 想 在 两 次 碰撞 之 间 完 成 一 次 完整 的 回旋 ,就 要 
施加 一 个 巨大 的 磁场 来 把 回旋 频率 纳入 光学 范围 内 , 但 是 利用 很 纯 的 样品 ,而且 
把 温度 降 得 很 低 ,就 可 能 在 一 个 可 以 达到 的 磁场 下 使 w, r >1. Cu 的 回旋 共振 的 
最 初 几 个 成 功 的 观察 ,实际 上 是 用 一 个 从 英国 地 理 博 物 馆 借 来 的 天 然 Cu 单 蝇 ， 
这 样 , 甚 至 在 液 氨 温度 (4 K) 下 ,还 需要 几 个 特 斯 拉 的 磁场 ,而 回旋 共振 的 回旋 
频率 在 微波 范围 内 

即使 这 样 ,要 用 回旋 共振 实验 去 研究 金属 的 费 米面 仍 有 困难 , 由 于 赵 肤 效 
应 ,微波 场 穿 透 金属 的 深度 不 足以 使 场 与 电子 相合 ,每 个 电子 都 被 其 他 电子 形成 
的 稠密 气体 所 屏 项, 但 是 这 一 困难 是 可 以 克服 的 , 阿 慈 贝尔 (M. Ya. Azbel) 和 坎 
纳 (E.A, Kanner) 将 磁场 放 得 与 金属 表面 平行 ,如 图 5. 3. 1 这 样 ,虽然 电子 作 晶 
族 运 动 时 大 部 分 路 径 都 在 趋 肤 厚度 5 以 下 ,但 是 如 果 电 子 每 次 绕 行 一 图 后 到 达 
表面 时 , 恰 与 电场 同 相 , 它 就 会 从 微波 场 中 吸收 能 量 , 在 一 些 电子 的 回旋 频率 下 
达到 共振 此 外 ,共振 也 应 出 现在 w。 的 谐 频 上 ,这 时 在 电子 返回 表面 之 前 ,电场 


图 5.3.1 磁场 平行 于 金属 
表面 的 回旋 共振 实验 ,5 为 趋 肤 深度 
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已 做 了 二 次 振荡 . 因此 当 固 定 微波 频率 or, 而 改变 磁场 时 ,就 能 得 到 一 
个 美丽 的 峰 系 ,如 图 5. 3. 2 所 示 . 这 些 峰 在 变量 1/B 之 下 ,具有 相等 的 间距 ,因为 
从 共振 条 件 

(5.3.2) 


得 到 
(5.3.3) 


0 055 05 
BB 一 = 


图 5.3.2 钢 的 阿 慈 贝尔 - 坎 纳 共振 
(0) 实验 wa 1.5 x101see ”1 (b) 理论 r=10 


各 表 未 表册 电 因 对 届 司 应 强度 的 导数 ,8 em* ow./e 是 n= 1 共 所 时 的 但 内 强度 


在 $4.11 中 ,我 们 还 注意 到 ,对 于 一 般 的 复杂 费 米面 ,只 有 那些 极 值 轨 道 的 
回放 频率 是 相对 稳定 的 . 因此 往往 可 以 把 观察 到 的 共振 曲线 振荡 , 归 因 于 费 米面 
上 的 极 值 轨道 , 例如 ,对 于 金属 Cu 的 情形 ,倘若 磁场 沿 [100] 方 向 ,我 们 只 能 观 
察 到 一 个 共振 ,因为 只 有 一 个 极 值 截面 ;倘若 磁场 在 [111 ] 方向 ,我 们 既 能 看 到 
围绕 咒 米 面 的 “肚子 "所 画 的 大 轨道 ,又 能 看 到 与 区 界 相 接触 的 " 脾 子 "区 域 周 线 
的 小 轨道 ;另外 , 当 磁 场 沿 [1101 方 向 , 却 能 观察 到 形状 如 宠物 超市 能 买 到 的 “ 狗 
骨头 " 状 的 空 穴 轨道 因此 ,不 断 地 改变 测量 磁场 的 方向 ,就 能 大 致 给 出 费 米面 
的 信息 . 如 图 5.2.5 所 示 ， 


二 、 德 哈 斯 - 范 阿 年间 狼 应 


回旋 共振 实验 只 能 给 出 金属 费 米 面 的 大 致 信息 ,而 德 喻 斯 - 范 阿 耳 芬 (de 
Haas - Van Alphen) 效 应 却 能 直接 给 出 垂直 于 磁场 平面 内 费 米面 极 值 轨道 的 
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面积 . 
德 险 斯 - 范 阿 耳 芬 效应 是 金属 的 磁化 率 随 外 加 静 磁场 强度 变化 而 发 生 的 振 
萝 . 这 一 效应 直接 起 源 于 在 外 磁场 中 电子 轨道 的 量子 化 . 为 了 简单 起 见 ,我 们 从 
二 维 自由 电子 模型 出 发 ,对 德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 效应 做 一 个 初等 的 解释 . 

在 二 维 情况 下 ,磁场 使 电子 在 大 空间 的 轨道 量子 化 . 原来 准 连续 均匀 分 布 的 
状态 ,将 以 hw, 为 单位 量子 化 ,重新 简 并 到 一 系列 朗 道 环 上 , 对 于 一 个 包含 N 个 
电子 的 边 长 为 了 的 正方 形 样品 ,每 一 个 朗 道 环 对 应 的 能 量 ` 简 并 度 和 环 面积 分 
别 是 


n+ 二 jiu 


egjs 
才 (5.3.4) 


4 


图 5.3. 3 给 出 在 绝对 零度 下 ,二 维 电子 气 在 B =0 时 电子 填充 到 费 米 能 5， 
的 情况 和 8x0 时 能 量 的 简 并 情形 . 


名 


图 5.3.3 二 维 电子 气 在 磁场 中 能 量 简 并 情况 ,磁场 垂直 于 二 维 平 面 


假定 在 磁场 8, 下 , 零 场 时 的 费 米 能 E; 恰好 处 于 第 n 和 第 n+1 两 个 朗 道 能 
级 之 间 ,如 图 5. 3. 3(a) 所 示 . 此 时 及 其 以 下 的 所 有 朗 道 能 级 都 被 电子 充满 , 没 
有 部 分 填充 的 能 级 . 因此 


n= = BL 
Dn=N, D, = Dt (5.3,5) 


这 说 明 简 并 度 乘 以 被 充满 的 能 级 数 等 于 总 粒子 数 N. 这 时 电子 系统 的 总 能 量 恰 
好 与 零 场 时 一 样 , 因 为 轨道 量子 化 使 能 量 增加 和 能 量 减 小 的 电子 数 相等. 
随 着 磁场 的 增加 , 朗 道 环 将 向 外 扩展 ,因为 每 个 朗 道 环 的 面积 正比 于 B. 费 
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米 能 以 下 的 朗 道 能 级 数目 逐渐 减少 ,而 简 并 度 增加 . 如 果 在 磁场 8 时 ,第 个 
朗 道 能 级 正好 与 费 米 能 Er 相等 ,也 就 是 第 ”个 朗 道 环 正好 与 费 米 圆 重合 ,如 图 
5.3.3(b) 所 示 . 此 时 第 "- 1 及 其 以 下 的 所 有 能 级 均 被 填 满 ,而 第 n 个 能 级 部 分 
填充 . 因此 


Ds(n - 引 =N, Dy = BE (5.3.6) 


电子 系统 的 总 能 最 将 达到 极 大 , 因为 与 零 场 情况 相 比 ,靠近 费 米 能 附近 的 电子 能 
量 增加 . 

如 果 磁 场 进一步 增加 达到 8,, 时 , 费 米 能 正如 处 于 第 n 和 n -1 朗 道 能 级 中 
间 , 如 图 5.3,3(e) 所 示 , 此 时 ,n -1 及 其 以 下 所 有 能 级 都 被 电子 充满 ,而 无 部 分 
填充 的 能 级 ,系统 的 总 能 量 又 与 罕 场 时 一 样 , 达 到 极 小 , 并 有 


Dr-1) = AN，0D = 让 4 1 (5.3.7) 
这 样 随 着 磁场 的 增加 , 朗 道 环 将 相继 起 过 费 米面 , 电 了 予 系统 的 总 能 量 U 也 
随 之 振荡 . 振荡 的 周期 决定 于 两 个 相继 轨道 (n,n -1) 的 增 基 AB, 这 两 个 轨道 在 
空间 的 面积 正好 与 费 米 贺 的 面积 5, 相 
4 eb ,1s 
3 (5.3.8) 
和 
人 
于 是 得 到 
Lt 
(二 二 (5.3.9) 
由 此 可 见 振荡 以 148 的 相等 间隔 为 周期 ,而 
1) ,2me 
4a( 动 py (5.3.10) 


在 绝对 零度 下 ,系统 的 磁 矩 人 = -中 = 一 中 将 以 下 盏 为 变量 振荡 , 因此 ,磁化 


率 X=HeM/B 也 随 磁场 振荡 

在 三 维 情况 下 ,这 种 振荡 取决 于 费 米面 上 的 极 值 轨道 . 图 5. 3. 4 表明 金属 馆 
单 唱 的 德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 测量 结果 . 

德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 效应 是 一 种 测绘 金属 费 米面 的 极其 有 效 而 实用 的 技术 . 
振荡 的 周期 直接 给 出 费 米 面 在 垂直 于 磁场 平面 内 极 值 轨道 的 面积 ,通过 晶体 相 
对 于 磁场 的 不 同方 向 进行 测量 ,几乎 能 够 准确 地 构造 出 殿 米面 的 图 形 . 

检测 德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 效应 的 一 般 条 件 ,简单 地 应 该 是 (1)w. r > 1, 因 而 
碰撞 不 会 破坏 轨道 的 确定 和 和 其 子 化;(2) hw, > 如 7, 因而 每 个 妆 道 管 从 费 米面 


5.4 输 运 现象 ”207 


2 
Rs| MN 


0 0 13 20 
BT 


站 284 三 次 
mx 7 三 奖 入 


则 5.3,4 Bi 单口 的 牧 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 黎 应 
脱离 不 会 因 热 激发 使 费 米 面 模糊 不 清 而 弄 得 不 确定 
回旋 共振 和 德 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 效 应 仅仅 涉及 闭合 轨道 ,诸如 Cu 费 米面 的 
“肚子 "轨道 “脖子 "轨道 和 “ 狗 骨 头 "轨道 . 对 于 一 个 多 连通 的 费 米 而 ,还 存在 
开 轨 道 , 开 轨道 的 信息 可 由 高 场 磁 致电 阻 的 测 其 来 判断 


85.4 输 运 现象 


如 果 系 统 中 存在 像 温 度 ,浓度 .电势 等 强度 量 的 不 均匀 性 ,那么 将 导致 像 能 
基 ,粒子 数 ,电荷 数 等 广 延 二 的 流动 这 就 是 输 运 现象 , 假定 沿 晶体 的 某 个 方向 存 
在 温度 梯度 Y 人 浓度 梯度 Wh, 电势 梯度 Vp = - 巨 , 则 输 运 过 程 中 的 热流 通 量 /人 、 


粒子 流通 基 /电流 通 量 J, 与 相应 的 梯度 通过 如 下 唯 象 关系 相 联 系 
J =- Kvr 
=-Dwn (5.4.1) 


J =-oVw=0E 


这 就 是 所 谓 的 热 导 ,扩散 和 电导 现象 其 中 大 .有 和 e 称 为 热 导 系 数 , 扩 散 系统 和 
电导 系数 , 它们 取决 于 品 体 的 内 裹 性 质 . 输 运 理论 的 任务 就 是 要 从 微观 上 揭示 这 
些 唯 象 系数 与 内 某 性 质 的 关系 

唯 象 方程 (5. 4. 1 ) 的 形式 意味 着 输 运 过 程 是 一 个 扩散 过 程 , 能 基 .粒子 和 电 
荷 不 是 简单 地 从 样品 一 端 径直 地 到 达 另 一 端 ,必定 同时 受到 频繁 的 碰撞 ,和 理 则 无 
论 样品 多 么 长 , 通 量 J \J ,J 将 不 依赖 于 温度 .浓度 和 电势 梯度 ,而 仅仅 依赖 于 
样品 两 端的 温度 ,浓度 和 电势 差 


一 、 非 年 街 分 市 曙 数 
本 章 只 讨论 电导 问题 . 在 $4. 10 中 ,我 们 已 经 从 自由 电子 模型 下 的 漂移 速 
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度 理论 出 发 ,讨论 了 电导 问题 . 那 是 一 个 十 分 粗糙 的 理论 . 严格 地 应 该 考虑 晶体 
的 能 带 结构 以 及 电子 按 能 量 的 分 布 , 电导 公式 应 该 一 般 地 写 为 


2 
了 了 = 0A (5.4.2) 
其 中 v() 是 电子 的 群 速度 ,A(k) 是 波 矢 空间 的 分 布 丽 数 . 
如 果 分 布 丽 数 /(k) 不 受 电场 的 影响 ,仍然 维持 平衡 态 下 的 分 布 函 数 : 
ACE(D IJ = rim Lid 


+1 
那么 ,由 E(k) =E( -k) 得 到 
kT) = fk,T) (5.4.4) 
即 分 布 函数 对 于 大 是 对 称 的 ,如 图 5.4. 1 虚线 所 示 


图 5.41 
(4) 分 布 函数 在 外 场 下 的 变化 《hb) 几米 球 在 外 场 下 的 洒 移 
赔 线 和 实 线 分 别 表 示 平衡 和 非 平生 分 布 琢 数 


另外 ,根据 vA) = 矿 避 E(k) 得 到 


vk v(-k) (5.4.5) 
它 对 于 上 是 反对 称 的 因此 ,由 式 (5.4.2) 可 知 
pA i 
了 二 (ers AL 0 (5.4.6) 


即 平衡 态 下 ,电流 为 0， 
实际 上 ,在 外 场 妃 的 作用 下 ,电子 在 大 空间 将 以 恒定 的 速度 
eE 
了 
沿 -到 方向 漂移 ,如 图 5-4.1 实 线 所 示 . 显然 对 于 非 平衡 分 布 函数 有 
ET) #1( -kT) (5.4.8) 


(5.4.7) 
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它 不 再 是 上 的 对 称 函数 . 假定 外 场 并 不 影响 能 带 结构 仍 有 v(k) =v( -k) ,那么 
= so A Kk 0 (5.4.9) 


这 时 就 有 电流 在 样品 中 流动 . 

但 是 ,如 果 除 了 点 阵 周期 势 对 电子 的 散射 之 外 ,没有 另外 的 碰撞 机 制 ,那么 
整个 分 布 函 数 将 在 空间 以 速度 让 = -eE/h 无 休止 地 漂移 ,导致 $4.10 中 所 述 
的 布 洛 赫 振 荡 . 严格 周期 势 的 散射 并 非 产 生 电阻 的 原因 . 电阻 的 来 源 一 定 是 晶体 
中 存在 的 非 周期 性 因素 . 它们 包括 : 

1 晶 格 振动 引起 的 声 子 对 电子 的 无 规 散射 , 它 是 温度 的 函数 . 

2， 晶体 中 的 缺陷 和 杂质 对 电子 的 无 规律 散射 
因此 ,在 整个 电导 过 程 中 ,一 方面 ,电子 在 外 场 中 被 加 速 , 使 系统 偏离 平衡 态 . 这 
个 纯粹 的 动力 学 行为 不 会 引起 不 可 逆 央 宗 , 即 使 某 时 刻 撒 消 电场 ,分 布 函 数 也 不 
会 自动 趋 于 平衡. 另 一 方面 ,电子 受到 无 规 散射 ,使 电子 失去 在 外 场 中 获得 的 定 
向 运动 , 这 种 不 可 递 的 因素 产生 两 种 效应 二 是 使 系统 趋 于 平衡. 
这 样 在 恒定 电场 下 ,漂移 和 磁 擅 的 共同 作用 就 可 以 使 体系 处 于 一 种 定 态 . 假定 碰 


擅 的 平均 好 列 时 间 为 r ,那么 分 布 函 数 大 约 偏离 平衡 态 -和 ,得 到 一 个 非 平衡 
的 定 态 分 布 丽 数 
一 、 披 年 首要 方程 


上 而 已 经 看 到 ,一 旦 确定 了 非 平衡 态 分 布 函数 /(k) ,就 可 以 直接 计算 电流 
密度 . 玻 耳 效 最 (L, Boltzmann ) 方程 就 是 考 虞 分 布 函 数 在 漂移 和 碰撞 作用 下 的 变 
化 规律 而 建立 的 , 它 是 处 理 一 切 输 运 问题 的 出 发 点 

当然 我 们 讨论 的 是 近 平衡 态 的 情况 ,也 就 是 说 对 于 系统 中 每 个 宏观 小 ,微观 
大 的 区 域 已 达到 平衡 状态 ,但 整个 系统 仍 处 于 非 平衡 态 , 这 种 局 域 平衡 的 假设 ， 
帮 是 处 理 非 平 衡 态 问题 的 基础 , 假定 是 每 个 小 区 域 的 弛 丈 时 间 ,7 是 整个 系统 
的 凶 阶 时 间 ,那么 我 们 关心 的 时 间 尺 度 At 满足 

Te At ee 了 (5.4.10) 

在 一 般 情况 下 ,分 布 顺 数 除了 是 的 函数 外 ,也 是 空间 r 和 时 间 上 的 函数 ， 
可 以 写 为 ,r,t). 它 表示 一 个 系统 中 的 粒子 :时 刻 在 (k,r) 六 维 相 空 间 中 的 分 
布 概率 . 

考虑 分 布 函 数 /(k,r,t) 随 时间 的 变化 ,一 方面 ,系统 位 置 空间 的 不 均匀 性 
(例如 温度 梯度 或 密度 梯度 ) 和 外 场 (例如 电场 8) 的 作用 可 以 引起 分 布 函 数 的 
漂移 ; 另 一 方面 ,碰撞 也 可 以 引起 分 布 函 数 的 变化 . 这 两 方面 的 影响 可 以 分 开 来 


处 理 ,那么 到 就 归 因 于 两 和 影响 的 改 加 ， 


= 
(27) 


210 第 五 章 金属 电子 论 


兰 - ( 芭 + 的。 (5.4.11) 
1 漂移 
如 果 将 /(k,r,1) 看 作 是 相 空间 (k,7) 中 流体 的 密度 ,此 和 字 分 别 是 沿 举 
标 和 位 标的 尖 移 速度 分 量 , 那 么 根据 流体 力学 中 的 连续 性 方程 ,有 
v… [Kero we] 


败 了 
= WA) -Ar WV ( 喇 = (5.4.12) 
A) -Aero we (时 
因为 
(区 = 生 wkeno 
和 记 (5.4.13) 
dr es 
MK oer 
那么 式 (5.4.13) 变 为 
站 由 dr 
(人 (5.4.14) 


漂移 描述 了 在 两 次 碰 擅 之 间 的 纯 动力 学 行为 ,并 不 导致 不 可 逆 因 素 . 

2. 础 挤 

碰撞 对 应 于 不 可 逆 过 程 , 它 迫 使 系统 趋 于 平衡 分 布 . 由 于 击 子 或 杂质 的 散 
射 , 粒 子 可 以 从 k 态 唉 迁 至 如 态 ,也 可 以 从 k' 态 路 迁 至 上 态 . 假定 9(k,k') 和 
98(k", 友 ) 分 别 表示 在 单位 时 间 由 kk 和 由 一 的 散射 概率 , 并 假定 在 散射 过 
程 中 电子 的 自 施 不 变 . 那么 在 单位 时 间 从 大 态 散射 到 所 有 自 旋 相 同 的 此 的 净 减 
概率 为 


Nr -AR ok dk = (41 


上 式 中 ， .用 [Ai 代 赫 [ 2 是 因为 只 考虑 自 族 相 同 态 之 问 的 中 于 [1 /Ak',r, 


全] 表示 如 态 未 被 占据 的 概率 . 同样 可 以 得 到 从 所 有 k' 态 散射 到 上 态 的 净 增 概 
率 为 
Ga TO Akt) ok’ tdk =b (5.4.16) 


显然 两 部 分 之 差 就 是 由 于 碰撞 导致 的 分 布 函 数 的 变化 : 
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(5.4.17) 

将 式 (5.4. 14) 和 (5.4.17) 代 入 式 (5.4.11) ,得 到 
总 5.4.18 
Wd /tt 站 


这 就 是 描写 分 布 函数 随时 间 变化 的 玻 耳 效 曼 方 程 对 于 定 态 问题 岂 = 0，, 便 得 到 


定 态 玻 耳 效 晕 方 程 : 
dk dr eb 4 
Be be (5.4.19) 
在 趟 (5.4. 18) 和 式 (5.4.19) 中 ， 
此 三 让 
由 下 Tf Vk) og 
dr 
由 
这 里 V,7 和 Vk 分 别 是 温度 梯度 和 化 学 势 楷 度 . 
如 果 考 虑 纯 入 的 电导 问题 ,不 存在 温度 梯度 和 化 学 势 ( 浓 度 ) 梯度 ,而 亚 = 
-~eE, 则 有 


a ay (5.4.20) 
AS 


- 皖 VK) = -ua (5.4.21) 
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一 、 她 铬 时 间 近 似 


求解 在 恒定 电场 下 的 玻 耳 效 曼 方程 (5.4.21) ,就 可 以 得 到 定 态 非 平衡 分 布 
函数 ,从 而 由 式 (5.4.2) 得 到 直流 电导 公式 , 但 是 玻 耳 效 友 方 程 是 复杂 的 非 线性 
积分 微分 方程 ,求解 十 分 困难 . 为 了 方便 起 见 ,常常 将 碰 挤 项 用 一 线性 近似 来 简 
化 ,引入 一 个 唯 象 的 弛 阶 时 间 + () ,将 碰撞 项 写 为 


a 
(We (5.5.1) 


Tk) 
其 中 大 是 平衡 时 的 费 米 分 布 函 数 . 我 们 用 r () 来 概括 碰撞 对 分 布 函 数 的 影响 ， 
其 物理 根据 是 , 碰 挤 的 效果 是 使 分 布 函 数 趋 于 平衡 /-*/ ,显然 系统 偏离 平衡 态 
越 远 ,回复 速度 越 大 , 在 线性 近似 下 , 它 正比 于 / -用 考虑 到 不 同 的 大 态 回复 的 
差异 , r 应 该 是 上 的 函数 
方程 (5. 5.1) 的 解 是 
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HD) -页 = [1(0) -flexpl -t/t (k)] (5,5.2) 
其 中 (0) 是 初始 时 刻 +=0 时 的 分 布 函数 , 当 + 趋 于 无 限 大 时 /(% ) = 及, 分布 函 
数 等 于 平衡 时 的 分 布 函 数 . 实际 上 要 多 少时 间 才能 达到 平衡 呢 ? 车 以 := r+ 代入 
式 (5.5.2), 则 有 


AD) -hs= (5.5.3) 


也 就 是 假定 没有 外 场 的 情况 下 ,经 过 r 时 间 后 ,分 布 丽 数 对 平衡 态 的 偏离 仅仅 为 
初始 时 刻 的 1/e. 即 用 + 就 可 以 粗略 地 估计 趋 于 平衡 态 所 需 的 时 间 , 对 于 纯净 的 
钢 晶 体 ,室温 下 r = 10 ”s, 而 在 4 K 低温 时 + = 10"s, 建 立 平衡 可 以 说 是 豚 息 
之 间 的 事 . 


/00) =h 


二 、 电 叶 刘 公式 
在 弛 珠 时 间 近 似 下 , 定 态 琉 耳 兹 曼 方程 变 为 
日 f-h 
A = 地 (5.5.4) 


显然 分 布 函数 依赖 于 电场 E. 在 leE1 相 对 于 有 是 小 最 的 情况 下 ,可 以 将 其 
按 互 的 吞 级 数 展开 =/ +A +/ +… 在 弱 场 近似 下 ,只 要 考虑 到 线性 项 就 可 
以 了 
f=h+h (5.5.5) 
这 样 由 式 (5.5.4) 可 以 得 到 


/= B+ Wh 
二 ‘rd. Yao( 台 | (5.5.6) 
| 竖 
于 是 由 式 (5.4.2) 得 到 
了 ees 
-lf pe | (5.5.7) 


= es rs (Ou)Lvk) EI| -er 


上 式 中 应 用 了 平衡 态 对 总 电流 没有 贡献 , 即 人 bn =0. 
利用 
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ds dS 
= = dE = dE (5.5.8) 
此- So = TT ECE TS ™ HTo(k)T 


可 将 式 (5.5.7) 中 对 dk 积分 改 为 沿 等 能 面 5 的 积分 ; 


20 了 。 及 2 
1 = 2) Len) (TT (5.5.9) 
由 于 -又 -8(E- EE,) ,上 述 积分 只 需 在 费 米面 5 上 进行 , 即 
本 wok) ok) is ] 
J - [2 /rs) | E (5.5.10) 
其 中 的 庆生 站 与 只 旬 公 趟 几 =o 有 对 比 , 得 到 电导 
th 
o 让 ds, [4 
可 见 o 为 ,写成 分 最 形式 有 
和 vk) wk), 
oe qm hr ToT 


十 分 明显 ,导电 率 依 赖 于 赐 米 面 的 形状 
在 各 向 同性 的 情况 下 , 费 米 面 是 一 个 球面 ,电子 具有 单一 的 有 效 质 量 m”， 
并 县 r (k) 与 & 的 方向 无 关 , 因此 积分 中 除了 wv。 和 wv 外 ,其 余 因 子 都 是 球 对 称 
的 ,因此 有 
人 有 (5.5.13) 
vu*0, a=p 


同样 由 于 球 对 称 性 ,wu = ra = ww = go, 导电 率 为 标量 , 这 样 ， 


= 村 (on + on + on) 
/re )wvdsr (5.5.14) 


Thr) or4 nk? 


oj— ol 


利用 wi = 朋 Mm' ,hy = (3m?n)+, 得 到 
ne: r (ks) 


go (5.5.15) 
m 


这 一 公式 与 上 一 章 中 从 自由 电子 模型 的 漂移 速度 理论 得 到 的 电导 率 公式 
(4.10.14) 具 有 相同 的 形式 . 只 是 用 布 洛 赫 电 子 的 有 效 质量 m* 代替 自由 电子 的 
裸 质量 m, 弛 珠 时 间 更 准确 地 采用 费 米面 上 电子 的 + (h,). 虽然 公式 中 出 现 了 电 
子 浓度 ,但 这 只 是 一 个 形式 结果 ,实际 参与 导电 的 只 是 费 米面 附近 的 电子 . 
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85.6” 弛 殉 时 间 7 (大 ) 与 碰撞 概率 0(k,k') 的 关系 


弛 丈 时 间 是 为 了 描述 复杂 的 碰撞 过 程 而 引入 的 一 个 唯 象 物理 量 . 它 与 碰撞 
概率 的 关系 并 不 是 十 分 明显 的 . 但 是 在 各 向 同性 弹性 散射 的 情况 下 ,我 们 可 以 得 
到 它们 之 间 的 一 个 明确 关系 . 

在 平衡 态 的 假设 下 ,碰撞 并 不 会 改变 平衡 态 分 布 函 数 , 即 碰撞 产生 的 增益 和 
耗 减 应 该 相等 ,因此 有 

OK RSAR YT -fk)] = OKRA TT -Ak)] (5.6.1) 
其 中 (上 ) 是 平衡 态 费 米 分 布 函 数 式 (5.1.1) ,于 是 可 以 得 到 


O(k',k) el = o(k,k') (5.6.2) 
对 于 弹性 散射 ,E(k) = E(k') ,因此 有 
O(k',k) = O(k,k') (5.6.3) 


即 从 大 态 到 大 态 的 散射 概率 和 从 大 态 到 大 ' 态 的 散射 概率 相等 . 这 就 是 在 弹性 散 
射 情况 下 , 系 综 的 细致 平衡 原理 , 从 量子 力学 看 ,这 是 由 于 在 弹性 散射 情况 下 ,两 
个 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 的 平方 值 是 对 称 的 . 

进一步 假定 晶 格 是 各 向 同性 的 ,散射 应 该 发 生 在 一 个 球形 费 米 面 上 , 因此 散 
射 概率 与 kk' 的 各 自 方向 光 关 ,而 只 与 它们 之 间 的 夹 角 有 关 , 于 是 


O(k',k) = O(k,k’) = O(kk' nm) dy (5.6.4) 
将 式 (5.6.4) 代 入 式 (5.4.15) ,(5.4.16) 和 (5.4.17) 得 到 
(如 =b-a 
as 


本 a AK) Ak) J dk (5.6.5) 


在 册 场 近似 下 , 取 (k) = 所 +.(k) ,有 
( 划 Ds feck km [AC = Bivdk (5.6.6) 
" 


ar, Cm’ 
另 一 方面 ,根据 弛 阶 时 间 近 似 的 定义 (5. 5.1) ,在 弱 场 下 有 
a VA) 
(2 (0 SR 
由 式 (5.6.6) 和 (5.6.7) 得 到 
一 1 和 , EAL ， 
pa Dh i ]Siudk (5.6.8) 


青 由 弱 场 近似 下 玻 耳 北角 方程 的 解 式 (5. 5.6) ,有 


= eT(k) ut .El 
MK) = Tk) (8) 
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-和 和 (最 (5.6.9) 


其 中 应 用 了 v(k) = 舟 /m". 将 式 (5.6.9) 代 人 式 (5.6.8) 得 到 
1 1 


,dk (5.6.10) 


ree Mt 
到 电场 方向 沿 大 空间 的 方向 ,Kk 之 间 的 夹 角 为 ,' 和 与 电场 方向 的 夹 
衣 分 别 为 a 和 有 wp 为 包含 kks 的 平面 同 包含 kk 平面 之 间 的 夹 角 ,如 图 5.6.1 


C3 


图 5.6.1 散射 几何 


由 于 
k'sE= kcosp, k:E = KEcosa (5.6.11) 
根据 球面 三 角 有 
cosp = cos acos n + sin asin ncos p (5.6.12) 
因为 被 积 函数 是 球 对 称 的 : 
中 有 = sin ndndepdk” (5.6.13) 


这 样 积 分 式 (5. 6. 10) 可 以 写 为 
和 有 
a Th tL ~ eos 1 ~ tan asin neos p] x isin ndndp 


(5.6.14) 
注意 对 9 的 积分 上 式 第 三 项 为 0, 于 是 得 到 


1 2 
FE “Qf eos mn) isin ndn (5.6.15) 
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可 见 驰 丈 时 间 反 比 于 所 有 散射 过 程 的 散射 概率 的 加 权 积分 ,权重 因 于 为 (1 - 
os 可 因此 在 散射 过 程 中 ,大 角 散 射 对 三 5 的 贡献 大 , 权重 因子 来 源 于 [1 - 


全 时] , 它 表示 由 于 散射 电子 沿 电场 方向 动量 损失 的 es 
百分比 . 假定 最 初 k 沿 电场 方向 , 则 MA 


1 人 8 名 -heos 
k:E A 


=1- 
人 图 5.6.2 弹性 散射 导致 


(5.6. 16) 沿 电场 方向 的 动量 损失 
钥 (1 ~ eos 9) 正 好 是 散射 导致 沿 电场 方向 动 基 的 损失 (图 5.6.2) 


$5.7 电子 和 声 子 的 相互 作用 一 一 
金属 电阻 率 与 温度 的 关系 


由 金属 电导 率 公 式 (5. 5. 15) 得 到 金属 电阻 率 为 


m” 1 
= 一 5.7, 
p= no TU 人 


可 见 金属 的 电阻 率 正 比 于 1Xr ( 心 ), 电阻 起 源 于 散射 , 它 包括 声 子 散射 和 杂质 
《缺陷 ) 散 射 , 声 子 散 射 导致 的 电阻 与 温度 有 关 , 而 杂质 散射 产生 的 是 与 温度 无 
关 的 剩余 电阻. 图 5.7.1 给 出 了 不 同 扒 杂 的 金属 Cu 的 电阻 率 与 温度 关系 的 实验 
曲线 ,可 见 在 室温 附近 它们 满足 线性 关系 , 将 它 外 推 到 零 温 , 可 以 得 到 剩余 电 
阻 府 . 


a 
Bs cosailERi 
si 
Pg 

加 一 

六 


0 区 
图 5.7.1 金属 Cu 的 电阻 率 与 温度 的 关系 
一 、 法 时 间 变 化 的 微 护 势 
当 了 =0 时 ,晶体 严格 的 周期 势 可 以 写 为 
V(r) = Pr- R= Yla, (5.7.2) 


其 中 Vr- R) 是 R, 格 位 的 离子 局 域 势 . 当 了 关 0 时 , 唱 格 振动 将 导致 偏离 周期 
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势 ,那么 对 单 电子 态 的 微 扰 势 为 


P= BV-R ee) Vr- RD)] (5.7.3) 
将 Vr -RR,-~w] 在 (r -RR,) 附 近 作 级 数 展开 , 仅 保 留 一 级 项 ,有 
Wr) (5.7.4) 


为 了 简单 起 见 , 只 考虑 简单 品格 ,此 时 仅 有 声学 波 声 子 . 写 出 格 波 的 实数 形式 : 


w= hveeos[g * R,— w(g)t] = LAseel me + LA ee em 
1 = huecoslq TA Zhe 


(5.7.5) 
其 中 4, 为 振幅 ,e 为 偏振 方向 单位 矢量 ,e 19 为 横 波 ,e//g 为 纵波 , 这 样 可 以 得 
到 一 个 g,w(g) 格 波 对 微 扰 势 的 贡献 : 


ei0 5 orne Vr BR) -LA ew 。 
H' = -Fhe 3° eVWr-R) -7h 


2 
采 we. Vr- R,) (5.7.6) 
这 是 一 个 随时 间 变化 的 微 扰 势 , 
二 、 散 射 概率 0( 大 类) 


根据 量子 力学 微 扰 理论 ,一 个 随时 间 变化 的 微 扰 将 引起 本 征 态 之 间 的 路 迁 . 
从 大 态 到 大 态 的 跃迁 概 率 为 


ok = | x Pee “Wlr -RD) |k) 


[E(k’) ~ E(k) - ho(g)] + 


2 《和 
[Be wr -Ry 1s). 
SEC) - EK) + ho(q)]} 
1. 能 量 守恒 
式 (5.7.7) 中 的 8 函数 保证 散射 过 程 是 能 其 守恒 的 ,好 
E(k') 吸收 ( 通 没 ) 声 子 (5.7.8) 
E(k') 发 射 (产生 ) 声 子 


按照 德 拜 理论 ,最 大 的 声 子 能 量 hu8, = 0. 03 eV ,而 散射 主要 发 生 在 费 米面 附近 ， 
电子 的 能 量 B(k) ,~5 eV,nbgoZEr=10 ,因而 散射 可 近似 当 作 弹 性 散射. 
2. 动量 守恒 
计算 吸收 和 发 射 声 子 的 矩阵 元 ,可 以 得 到 动量 守 便条 件 , 吸收 和 发 射 声 子 的 
和 矩阵 元 可 以 统一 写 为 
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Se | Eee wr a) ky) (5.7.9) 
其 中 ， 
1) = eas(r) (5.7.10) 
为 布 洛 赫 波 ,(KIk》= 1 这 样式 (5.7.9) 为 
人 了 ee mers (u(r)e: vr- Ri)dr 
= 和 es foes (#8) WE) 


其 中 属 =r-R,, 并 且 


= Bron (5.7.12) 


1 i 
m3° 
Da = Ne Dr (uu(8) VE) dE (5.7.13) 
积分 4, 正比 于 VV 的 数量 大 小 ,对 于 金属 而 言 ,周期 势 是 一 个 平缓 的 势 场 ,，VY 
较 小 ,散射 较 绊 ,电导 率 较 大 . 由 式 (5.7. 11) 可见 散射 矩阵 元 只 在 下 列 准 动量 守 
恒 时 不 为 零 ; 
k= 上 +qg + 下， 吸收 声 子 
k=-g+K， 发 射 声 子 
3, 正常 (N) 过 程 和 倒 逆 (U) 过 程 
如 果 在 电子 声 子 相互 作用 的 准 动量 守 便 条 件 (5.7. 14) 中 取 天 ,= 0 ,那么 
kr = (5.7.15) 
它 表示 在 吸收 和 发 射 声 子 过 程 中 ,电子 正好 增加 或 减少 一 个 声 子 的 准 动量 ,、 
kg 均 在 第 一 布 里 谢 区 中 ,如 图 5.7.2 所 示 , 这 种 过 程 对 应 于 小 角 散 射 , 称 为 V 
过 程 . 
由 散射 过 程 的 动量 守恒 ,容易 得 到 
9 = | -kl=2hsin (5.7.16) 


(5.7.14) 


2 
对 于 简单 单价 金属 ,按照 自由 电子 模型 ,有 4 ] 
hy = (3rin)t (5.7.17) 
而 在 德 拜 模型 下 ,最 大 的 声 子 波 矢 
qo = (6min)t (5.7.18) 


这 样 可 以 得 到 图 5$.7.2 正常 (N) 过 程 
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i 
Es {( 动 (5.7.19) 
但是 对 于 过程 4 二 gn, 寺 是 可 以 得 到 散射 角 刀 满足 : 
吕 旺 < 嫂 =23, n <2are sin 2 (5.7.20) 
如 果 在 动量 守恒 条 件 中 取 下 ,x0 则 
= (5.7.21) 


这 时 ,k' -已 落 在 第 一 布 里 渊 区 以 外 , 它 对 应 于 大 角 散 射 , 称 为 U 过 程 ,如 图 
5.7.3 所 示 , 实际 上 , 当 费 米 球 十 分 接近 布 区 渊 区 边界 时 ,小 的 声 子 波 矢 9 就 可 
以 导致 U 过 程 的 发 生 , 这 个 最 小 的 波 矢 对 应 于 区 界 处 两 个 费 米 球 之 间 的 最 小 间 
距 9。, 相 应 的 声 子 能 量 为 hw。. 所 以 对 声学 波 声 子 而 言 ,只 有 当 温度 7 < hw,/h。 
时 ,这 种 散射 过 程 才 被 冻结 ” 


< 


图 5.7.3 山 过 程 
和 为 布 里 谢 区 办 处 聘 个 鼻 米 球 之 间 的 最 小 间距 


综 上 所 述 , 可 以 将 散射 概率 写 为 
Oksg) ,= BIA ee ts lBL EO) ~ BOK) F ho(g) 18, 


《5.7.22) 
式 中 ， + "~ "号 分 别 代表 豚 收 和 发 射 声 子 的 散射 过 程 


王 、 电 豚 刘 的 温度 吴 果 


为 了 简单 起 见 ,这 里 只 限于 讨论 各 向 同性 、 近 似 弹 性 散射 的 N 过 程 因此 每 
个 从 k= 的 跃迁 只 在 |k| = | 大 | = 证 的 费 米 球面 上 发 生 . 在 散射 过 程 中 , 声 子 
可 以 被 豚 收 也 可 以 被 发 射 . 对 于 简单 品格 ,应 该 有 3N 个 独立 的 声学 波 声 子 模 
式 ,而 每 个 波 和 撩 4 对 应 于 3 个 模式 (二 横 一 纵 ), 因为 振动 模 是 相互 正 交 的 ,可 以 
独立 计算 它们 的 影响 这样 某 个 独立 模式 对 应 的 既 迁 概率 由 式 (5 7.22) 可 以 
写 为 
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O(ksk',g), = 要 luPle “Tw BLE(k') ~ EC) at (5.7.23) 


式 中 与 温度 有 关 的 量 为 格 波 振幅 的 平方 |4, | , 它 可 以 由 简 正 模 的 平均 能 量 来 估 
计 . 每 个 格 波 的 动能 为 


多 FM = 了 Mi (g)sinlg Ri-w(g)t] (5.7.24) 


对 时 间 求 平均 为 
M4 lo (9) = Bn(q) halq) 
这 样 可 以 得 到 
1 = hn(g) 
14 = Wo 人 (5.7.25) 
式 中 ， 
n(g) = pe (5.7.26) 
为 温度 了 时 一 个 9 模式 的 占据 数 、 
忽略 纵波 与 横 波 波 速 的 差别 ,在 德 拜 模型 下 ,有 色散 关系 ; 
(4) = 0g (5.7.27) 
因此 可 以 得 到 
pj | ， 
(kg) = 二 | "(0 og [ E(k) ~ ECK)] 
(5.7.28) 
考虑 到 所 有 格 波 模式 的 贡献 ,由 式 (5. 6.15) 得 到 
1 ,A La > . 
7 “ry Cary las)e | "Co C1 ~ eonn) 
SL E(k’) - E(k) ]86-wvcvdk'dg (5.7.29) 


在 积分 中 改换 以 能 量 E' 代 将 "为 积分 变数 得 


人 mn(9g)w(g)(1 -cos n) » 


EY gp | Tu 
Tk) (2m) (Qn) NMe™. Tal 


B(E’ - E) By..02 rsin a) “andE'dg 
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3 | I | 
-a (fe TT 


(ky kr)o(k; -ks) (1 - eos n)sin nd 


下 面 讨论 高 温和 低温 极限 下 的 情况 . 前 面 已 经 指出 ,1 一 


级 ,而 Ik; -1~ 直 (a 为 原 哆 的 尺度 ) ,所 以 


Tan 
ec 


大 约 为 电子 伏 的 数量 级 , 粗略 地 认为 它 与 散射 角 关系 不 大 . 
1 在 高 温情 况 下 ， 


(kr -rr) = 


1 
RT Roth, -Rs) 


因此 ,由 式 (5.7, 30) 可 以 得 到 


1 _ kT 
Tk) "a NMe™ | 哆 ). | 


可 见 丰 ~ 了 7 因此 电阻 率 正比 于 混 度 的 一 次 方 ， 
2, 但 是 在 低温 情况 下 ， 


(5.7.30) 


般 为 YY 的 数量 


(5.7.31) 


(1 ~ eos n)sin ndn 


(5.7.32) 


了 < 96, 只 有 那些 小 波 失 的 声 子 才能 参与 散射 事件 . 必须 考虑 散射 角 的 影 


响 , 由 于 散射 角 很 小 ,我 们 有 


0) i 


w 
因此 ,由 式 (5.7. 30) 可 以 得 到 


Uy A 1 i 
EEC 


Fl 


ky ~ ke | Sky 


令 #=hw/hoT, 有 


1 AN | 


Ee ph. we es ( 凤 和 
TK) 2m)’ NHWE 2(ek) 


本) 
(名 


因此 ,在 低温 下 ,电阻 率 将 正比 于 六 变化 ,通常 称 为 布 洛 赫 7 定律 ， 
对 于 球形 费 米面 的 情况 ,能 坊 密 度 


1 4mkidk RR/ dE 


NE Tam dE 7 wladk 


1 dS 
ell EA 


与 式 (5.7 30) 比较, 可见 二 比例 于 费 米面 处 的 有 效 质量 ， 根据 能 带 理论 ,过滤 金 


属 d4 带 很 窗 , 具 有 很 高 的 有 效 质 量 和 能 态 人 密度. 因此 可 以 理解 过 渡 金 属 具有 高 电 
阻 率 的 事实 
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金属 电子 论 是 建立 在 独立 电子 基础 之 上 的 , 布 洛 赫 定理 实质 上 是 一 个 关于 
单 粒 子 波 函 数 的 定理 ,电子 - 品格 和 电子 - 电子 的 相互 作用 归结 为 周期 势 场 ,而 
电子 -电子 之 间 的 相互 作用 只 是 在 平均 场 范畴 加 以 考虑 了 . 但 是 如 果 考虑 唱 格 
周期 势 场 中 的 多 粒子 问题 ,情况 将 变 得 十 分 复杂 , 下 面 我 们 将 讨论 为 什么 对 金属 
而 育 ,独立 电子 的 假设 仍然 是 一 个 可 以 接受 的 理论 ， 


一 、 苞 离 洪 元 


电子 与 电子 之 间 的 相互 作用 是 库仑 势 ,只 有 长 程 作用 的 特征 , 即 电 子 并 非 仅 
同 它们 的 最 近邻 有 相互 作 用 . 这 是 试图 考虑 电子 - 电子 相互 作用 效应 的 一 个 严 
重 困难 , 然而 ,在 宏观 尺度 上 , 力 的 长 程 性 可 借助 晶体 的 局 部 非 电 中 性 引起 的 电 
场 表现 出 来. 这 意味 着 难以 处 理 的 相互 作用 的 长 程 力 部 分 ,可 以 近似 地 用 纯粹 的 
宏观 方法 处 理 

为 了 简单 起 见 ,考虑 一 个 自由 电子 气 模型 ,在 这 个 模型 中 ,分 散 的 正 离子 被 
极端 地 涂抹 成 为 不 动 而 又 均匀 的 阳 电荷 背景 , 即 电子 能 够 很 自由 地 在 其 中 移动 
的 一 种 " 蔡 胶 ”我 们 需要 这 个 凝 胶 ,为 的 是 使 整个 系统 呈 电 中 性 ,和 否则 电子 将 因 
库仑 排斥 而 爆炸 式 地 分 开 . 这 就 是 金属 的 自由 电子 气 泌 胶 模型 . 这 个 系统 是 一 种 
等 离子 体 ,因为 其 中 含有 的 正 电 荷 与 负电 荷 浓度 相等 ,而 两 种 电荷 中 至 少 有 -种 
是 可 迁移 的 . 
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在 上 述 假定 之 下 , 正 电荷 的 密度 等 于 平均 电子 的 电荷 密度 p。= - ne. 由 于 电 
子 可 动 , 实 际 电子 的 电 密 度 可 写 为 p(r,t) ,那么 局 部 的 非 电 中 性 产生 的 电场 
满足 : 
VE = (p-po)/so (5.8.1) 
在 电场 下 ,电子 将 被 加 速 ， 


mE =-eB (5.8.2) 
这 里 忽略 了 导致 欧姆 定律 的 碰 擅 效应. 为 了 求解 电荷 分 布 ,需要 电荷 守恒 定律 


如 + (pv) =0 (5.8.3) 


把 速度 同 电荷 密度 联系 起 来 . 如 果 p -po。<<po, 则 式 (5.8.3) 可 近似 写 为 


opv v= 5.8.4 
Wpv v=0 (5.8.4) 


这 个 式 子 对 变量 (P -po) 和 五 是 线性 的 , 将 式 (5.8.4) 对 时 间 
(5.8.1) 和 (5.8.2) ,可 以 得 到 


导 , 并 利用 式 


Dp -ov 由。 
a LAT 


即 


TE + tp -ps) =0 (5.8.5) 


其 中 ， 


2 ne 
et ml 


(5.8.6) 


meo 


方程 (5.8. 5) 是 一 个 角 频率 为 w 的 谐 据 子 方程 , 它 表 明 来 自 均匀 电荷 密度 的 任 
一 扰动 都 以 频率 w, 振荡 . 由 于 库仑 势 的 长 程 性 ,电子 - 电子 之 间 的 关联 将 在 这 
个 集体 运动 中 表现 出 来 . 

上 面 的 简单 讨论 只 给 出 了 长 波 极限 (4 一 0) 时 的 振荡 频率 . 更 详细 的 理论 可 
以 给 出 等 离子 振荡 的 色散 关系 : 


(5.8.7) 


式 中 vi 为 电子 的 费 米 速度 . 
金属 中 的 等 离子 集体 振荡 起 源 于 电子 间 的 库仑 力 的 长 程 部 分 ,由 于 库仑 势 
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场 是 纵 场 ,所 以 它 是 一 种 纵 等 离子 体 振荡 , 即 电 荷 密度 波 . 纵 等 离子 体 振荡 的 量 
子 fiw, 称 为 等 离 激 元 . 对 于 一 般 的 金属 , 取 n=10”/m ,可 以 得 到 ww 一 10"s ， 
于 是 iw, =10-"]~10 eV , 它 是 一 个 高 于 金属 费 米 能 的 能 量 量 子 , 因 此 金属 中 的 
等 离子 振荡 不 是 通常 温度 下 的 正常 受 激 . 但 是 将 一 束 高 能 电子 束 穿 过 金属 薄膜 
时 ,可 以 激发 等 离子 振荡 . 测量 电子 束 的 能 基 损 失 谱 可 以 得 到 以 hw, 为 周期 的 振 
功 曲 线 , 如 图 5. 8. 1 所 示 

注意 ,由 于 典型 的 碰 擅 弛 琅 时 间 r= 10 ”s,wrzr 交 1, 因 此 前 面 忽略 碰 擅 是 
一 个 好 的 近似 ， 


相对 强度 


能 最 损失 /eV 


图 3.8.1 2 020 eV 的 电子 被 Mg 葡 膜 散射 900° 后 的 能 量 损失 
中 从 显示 能 晤 损失 以 iuy 为 用 期 所 蓝 , 较 小 的 妖 起 因 于 表 凶 效应 


二 、 电 节气 的 个 别 洪 发 


等 离 汶 元 是 金属 电子 气 的 集体 激发 , 除 此 之 外 还 存在 电子 的 个 别 激发 . 电子 
气 的 基态 可 描述 为 费 米 球 内 所 有 状态 均 被 电子 占据 ,而 球 外 则 全 空 着 , 当 费 米 球 
内 一 个 人 态 电子 被 激发 到 + 4 的 空 状态 时 , 则 产生 一 个 +g 的 电子 和 一 个 大 
空 究 , 这 种 电子 , 空 穴 对 的 个 别 激发 的 能 最 满足 : 


(人 + 人 -加 本 - 


bo 2m 2m 


入 (? +2k. gq) (5.8.8) 
由 于 激发 受 泡 利 原理 的 限制 ,其 波 矢 应 满足 
hh， jk+gl > 三 (5.8.9) 


这 样 , 当 9 <2k, 时 , 费 米 球 内 只 有 部 分 电子 可 以 被 激发 到 球 外 ,如 图 5.8.2(a) 
所 示 . 激发 能 量 的 界限 是 


ho = (2) hot = (5.8.10) 
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当 9 >2ks 时 , 费 米 球 内 所 有 电子 都 可 以 被 激发 ,如 图 5. 8. 2(b) 所 示 . 激发 的 能 
量 界限 是 


hu = 万 Cr +2kg), ja = 去 (9 -269) (5.8.11) 


图 5.8,2 电子 、 空 穴 对 的 个 别 激发 
(0 gah (bw>2k 
由 式 (5. 8. 10) 和 式 (5.8. 11) 可 以 画 出 电子 、 空 穴 对 的 激发 区 域 ,如 图 5.8. 3 
所 示 . 图 中 也 夯 出 了 等 离 激 元 的 色散 曲线 , 9, 为 
集体 激发 与 个 别 激发 区 的 交点 . 当 9 <g, 时 ,等 
离 激 元 的 能 量 大 于 个 别 激发 的 最 大 能 量 jos， 
所 以 集体 激发 不 可 能 被 个 别 对 所 激发 ,也 不 可 w 
能 衰减 为 个 别 激发 , 集体 激发 是 稳定 的 , 相反 ， 
当 9 >9g. 时 ,jh > hw,, 可 以 证 明 等 离子 集体 激 
发 是 不 稳定 的 , 因此 仅仅 在 长 波 范围 0 <g <q, 
才 有 等 离 激 元 存在 ,而 在 短波 区 域 9 > 9,, 只 有 
个 别 对 激发 . 


三 、 剖 电 屏 散 , 淮 电子 


当 人 们 认识 到 等 离 激 元 源 于 电子 -电子 库仑 相互 作用 的 长 程 部 分 之 后 , 自 
然 也 就 明白 了 金属 电子 间 的 有 效 互 作用 只 能 由 库仑 势 的 短程 部 分 提供 . 由 于 电 
子 之 间 的 库仑 排斥 , 它 将 排 开 周 于 的 电子 ,这样 电子 周 轩 的 正 电荷 凝 胶 背 景 将 暴 
露出 来 ,形成 一 个 正 电荷 的 屏蔽 去 , 它 将 跟随 电子 一 起 运动 , 这 种 囊 着 屏蔽 云 一 
起 运动 的 电子 称 为 准 电子 . 准 电 子 间 的 相互 作用 不 再 是 裸 势 而 是 屏蔽 势 , 

现在 讨论 屏蔽 势 的 具体 形式 考虑 一 个 处 于 传导 电子 海洋 中 的 一 个 点 电荷 
98(7) , 它 在 空间 + 处 产生 的 势 为 p(r). 假设 和 电子 的 德 布 罗 意 波 波长 相 比 ， 
9( 站 是 的 缓 变 势 , 即 电子 感受 到 的 静电 势 在 很 大 范围 内 近似 为 常量 . 这 就 是 
所 谓 托马斯 - 费 米 近似 (Thomas - Fermi). 在 这 种 近似 下 ,r 处 的 电子 密度 可 以 


oi oN 


图 5.8.3 电子 气 的 激发 谱 
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写 为 
n(n) = [AE -ep(r) IN(E)dE (5.8.12) 


式 中 儿 E) 为 费 米 分 布 函 数 ,N(E) 为 能 态 密 度 . 如 果 ep(r) 很 小 时 , 式 (5.8.12) 
可 近似 写 为 


amD) = JAE) -opr) Br) 


=n + ep (nf( -HN Ea (5.8.13) 


=n + ep(r)N(E,) 
式 中 ,n 为 平均 电子 密度 ,并 应 用 Ts 区 -~ 5(E -Ei). 由 此 得 到 "处 的 点 电荷 
95(7) 以 及 它 所 诱导 的 电荷 导致 的 有 效 电荷 密度 为 


plr) = 9g8(r) -eAN(E,) plr) (5. 8.14) 
它 所 产生 的 势 由 泊 松 方程 决定 
Vig(r) = - 二 [98(m) -oN(E,)¢(r)] (5.8.15) 
将 w(r) 和 5(r) 作 傅 里 叶 展 开 
9(r) = Jatetbe (5.8. 16) 
8(r) = a ke (5.8.17) 
代入 方程 (5.8. 15) 可 以 得 到 p(7) 的 候 里 叶 变 换 ;: 
pe 
p(k) = pT) (5.8.18) 


局 = NCE) = = nt (5.8.19) 


将 式 (5.8. 18) 代 回 (5.8.16), 便 得 到 任何 浸没 在 自由 电子 气 的 电荷 所 产生 
的 势 : 


1 Te 
g(r) = GS 本 EN Ly re 


NR 二 
[ER pa | 8 (5.8.20) 


ksin kr br 
央 ae 
-2 + 4 


这 种 形式 的 势 称 为 汤 川 (Yukawa) 势 . 它 表明 浸没 在 电子 气 的 点 电荷 产生 的 势 比 
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它 在 真空 中 的 裸 势 多 了 一 个 屏蔽 因子 。“. 该 电荷 将 在 A = 司 : 距离 内 被 屏蔽 ， 
和 为 屏蔽 长 度 . 


电子 气 的 屏蔽 效应 使 得 金属 中 电子 之 间 的 库仑 相互 作用 变 成 短程 相互 作 


,Texp( - mA) 对 于 一 般 的 金属 , 取 “= 102/m ,得 到 Aw 10- m= 


用 
0.1 nm, 因 此 金属 中 的 准 电子 可 以 近似 看 成 相互 独立 的 . 另 一 方面 和 ~n-*, 系 
统 中 电子 的 浓度 越 大 , 屏 项 效应 越 强 ,电子 之 间 的 关联 越 虹 , 在 高 电子 浓度 情况 
下 ,电子 系统 的 费 米 动能 大 于 库仑 相互 作用 ,这 时 电子 处 于 扩展 态 ,使 之 在 整个 
晶体 中 运动 , 随 着 电子 浓度 的 降低 ,库仑 相互 作用 将 大 于 费 米 动能 早 在 20 世纪 
30 年 代 , 维 格 纳 (E, P, Wigner) 就 从 理论 上 指出 ,在 低 电子 浓度 情况 下 ,电子 之 间 
的 强 关联 将 促使 电子 态 局 域 化 ,使 之 在 均匀 正 电荷 的 背景 下 形成 规则 排列 的 而 
格 , 称 为 维 格 纳 蝇 格 , 有 序曲 格 的 形成 在 能 最 上 是 有 利 的 , 但 是 直到 1979 年 人 们 
才 在 液 氨 表面 的 二 维 电子 气 系统 中 观察 到 六 角形 的 维 格 纳 晶 格 的 存在 , 1990 年 
以 来 人 们 又 在 半导体 反 型 层 中 的 二 维 电子 气 系统 中 找到 维 格 纳 晶 格 存在 的 证 
据 , 三 维 电 子 气 的 维 格 纳 品格 却 在 实验 上 始终 未 观察 到 ,虽然 理论 上 预计 它 应 具 
有 体 心 立方 结构 

电子 气 的 屏 项 效应 同样 适用 于 品格 中 的 正 离子 . 每 个 离子 的 强大 库仑 势 也 
被 传导 电子 所 屏蔽 ,这 也 是 点 阵 对 电子 的 实际 影响 比 我 们 料想 的 要 小 得 多 的 原 
因 之 一 

综 上 所 述 ,对 于 足够 大 的 电子 浓度 , 屏 融 效应 使 得 电子 -电子 .电子 - 品格 
之 问 的 关联 很 双 , 以 致 阻止 东乡 态 的 形成 , 随 着 电子 浓度 减 小 到 某 个 临界 值 , 束 
缚 态 将 形成 , 人 们 认为 金属 态 到 绝缘 态 的 转变 是 一 个 突变 , 即 所 谓 的 葛 特 
(N, FF. Mott) 转变 . 


四 、 等 离子 体 中 的 横 根 动 


上 面 讨论 的 等 离 激 元 对 应 于 等 离子 体 的 纵 振动 . 我 们 也 可 以 考虑 横向 扰动 ， 
例如 电磁 波 穿 过 金属 的 情况 , 由 于 电磁 场 是 横 场 ,V .EE =0, 由 式 (5. 8.1) 有 p= 
Po ,所 以 由 横向 扰动 激发 的 等 离子 体 横 振荡 并 非 密度 波 . 对 于 这 种 情况 ,方程 
(5.8, 1) 和 (5.8.4) 都 是 无 足 轻重 的 , 此 时 加 速 方程 (5.8. 2) 必须 同 麦 克 斯 韦 方 
程 一 起 求解 , 即 


(5.8.21) 


(5.8.22) 


利用 J = -nev, 可 以 得 到 
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-VxVxE= ss + pe es -二 ( 剖 ,we 《5.8.23) 


加 
其 中 应 用 了 Hsue =1, 并 且 wo? =? 就 是 等 离 汶 元 的 频率 . 方程 (5. 8.23) 是 普 


遍 成 立 的 . 对 于 纵 振 对 ,VxE =0, 于 是 实质 上 我 们 导出 了 方程 (5. 8.6). 对 于 现 
在 要 讨论 的 横 振动 , Vy. E =0, 于 是 方程 (5. 8.23) 变 成 


TE ,wp) (5.8,24) 
其 中 应 用 了 矢量 算 符 恒 等 式 V x Vx = YY ，- .方程式 (5.8.24) 具有 类 波 
解 es 其 中 

(5. 8.25) 


我 们 也 可 以 得 到 介 电 函数 ， 
oo) = 和 1- 办 (5.8.26) 
a 


由 此 可 以 看 到 ,如 果 电 磁 波 的 频率 w <w,, 则 e(w) <0, 波 和 撩 人 是 虚数 ,这 样 的 电 
磁 波 不 能 在 金属 中 传播 , 它 将 被 全 反射 , 相反 如 果 w > w,,k 是 实数 , 则 金属 对 于 
这 样 的 电磁 波 是 透明 的 , 对 于 简单 金属 w, = 10"s ,因此 在 紫外 波段 是 透明 的 ， 
但 是 它 将 反射 可 见 光 ,因而 金属 具有 光泽 , 金属 对 可 见 光 的 反射 同 大 气 电离 层 对 
无 线 电波 的 反射 完全 类 似 , 只 是 电离 层 中 自由 电子 浓度 低 ,w, 小 ,所 以 只 在 低频 
下 介 电 常量 为 负 . 


第 六 
半导体 电子 论 


$6.1 半导体 的 基本 特征 和 分 类 


半导体 (例如 硅 和 铺 ) 与 金属 ( 例如 铜 和 银 ) 之 间 存在 着 一 个 基本 的 差异 , 那 
就 是 对 于 金属 而 言 ,电阻 的 温度 系数 TCR( = dR/d7) 大 于 零 ,而 对 于 半导体 它 小 
于 零 , 金属 的 电阻 随 着 温度 的 降低 而 迅速 减 小 ,而 半导体 的 电阻 随 着 温度 趋向 绝 
对 零度 而 升 高 并 且 变 得 非常 大 , 本 质 上 讲 , 半 导体 都 是 电子 导电 ,室温 电阻 率 一 
般 在 10” ~- 10" 0 ，em 范围 内 , 它 介 于 良 导体 ( <10… 0 ，em) 和 绝缘 体 (10"~ 
10”Q em) 之 同 ， 

典型 的 元 素 半 导体 如 具有 金刚 石 结构 ,而 化 合 物 半 导体 (例如 InSh .GaAs) 
大 多 具有 ZnS 结构 ,因此 具有 共 价 结合 的 基本 特征 

从 能 带 结构 来 看 ,在 绝对 零度 下 ,纯净 半导体 都 存在 一 个 完全 被 电子 占 满 的 
价 带 和 一 个 完全 空 着 的 导 带 . 导 带 的 最 低能 量 点 马 . 称 为 导 带 边 , 价 带 的 最 高 能 
基点 互 , 称 为 价 带 边 , 导 带 与 价 带 之 间 被 一 个 宽度 5， ,的 能 腺 分 开 , 称 
为 禁 带 , E, 大 约 为 1 eV， 

半导体 的 导电 性 质 是 由 于 热 激发 ,杂质 ,点 阵 缺 陷 或 标 称 化 学 组 分 的 偏离 引 
起 的 , 例如 纯净 半导体 在 7=0 时 都 是 绝缘 体 , 但 当 Te0 时 ,有 少量 的 价 带电 子 
被 激发 到 导 带 ,这 样 导 带 中 的 电子 和 价 带 中 的 空 穴 同 时 参与 导电 . 虽然 空 穴 导 电 
本 质 上 也 是 电子 导电 ,但 人 们 习惯 称 半 导体 中 存在 电子 和 空 穴 两 种 载 流 子 . 


一 、 本 征 健壮 体 


纯净 的 半导体 称 为 本 征 半导体 . 本 征 半导体 的 载 流 子 是 由 价 带电 子 激发 到 
导 带 产生 的 ,这 种 激发 称 为 本 征 激发 , 载 流 子 浓度 决定 于 E,/h,7, 这 个 比值 大 ， 
则 本 征 载 流 子 浓度 低 , 电 导 率 就 低 . 由 于 在 室温 下 ,ta7 < 6,, 因 此 只 能 靠 热 涨 落 
使 电子 获得 的 激发 能 重大 于 或 等 于 ,时 ,才能 在 导 带 中 产生 少量 的 电子 和 在 价 
带 中 产生 少量 的 空 穴 . 电子 和 空 穴 的 浓度 满足 : 
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n=p (6.1.1) 

从 键 合 的 观点 来 看 , 价 带 中 的 电子 就 是 共 价 键 上 束缚 态 的 电子 , 热 激 发 使 电 

子 脱离 共 价 键 的 束缚 变 为 导 带 中 的 传导 电子 ,成 键 态 与 反 成 键 态 之 间 的 能 量 差 
就 是 带 隙 E， 


二 、 亲 质 储 导体 


半导体 的 电学 性 质 是 杂质 敏感 的 . 少量 的 挫 杂 可 以 强烈 地 影响 半导体 的 电学 
性 质 ,例如 在 Si 中 按 10“ 原 子 比例 挫 信 As, 能 使 Si 的 室温 电导 率 增长 10 倍 . 化 
合 物 半导体 一 种 组 分 的 化 学 计量 的 少 基 欠 缺 也 会 十 分 显著 地 改变 其 电学 性 质 . 

1, 施主 杂质 和 受 主 杂 质 

扮 杂 将 破坏 晶体 的 周期 性 ,在 禁 带 中 形成 局 域 态 . 如 果 一 种 杂质 能 够 在 禁 带 
中 舍 近 导 带 边 附近 提供 带 有 电子 的 局 域 能 级 Bo ,如 图 6.1.1 所 示 , 那 么 由 于 热 
激发 它 能 向 导 带 提供 电子 ,这 种 杂质 称 为 施主 杂质 . 定义 施主 电离 能 

四 = (6.1,2) 

它 是 一 个 比 本 征 激发 低 得 多 的 能 量 . 


TI 

能 | 已 加 

量 T 从 
表示 施主 杂质 态 
表示 肥 主 杂质 太 


图 6 1 半导体 的 能 带 和 杂质 能 级 

同样 ,如 果 一 种 杂质 能 够 在 禁 带 中 靠近 价 带 顶 附近 提供 带 有 空 穴 的 局 域 能 
级 ,如 图 6.1.1 所 示 , 那 么 由 于 热 汶 发 它 能 向 价 带 提供 空 穴 , 这 种 杂质 称 为 受 
主 杂质 . 受 主 电离 能 

Et si E. (6.1.3) 

它 也 是 一 个 比 本 征 激发 能 量 低 得 多 的 能 量 . 

由 于 杂质 电离 能 ( 也 就 是 杂质 激发 能 量 ) 远 小 于 本 征 激发 的 能 量 忆 ,, 因 此 少 
量 的 挫 杂 将 强烈 地 改变 本 征 半导体 的 电学 性 质 . 通常 把 含有 施主 杂质 的 半导体 
称 为 N 型 半导体 ,在 这 种 半导体 中 , 导 带 中 电子 的 浓度 n 将 高 于 价 带 中 空 穴 的 
浓度 p, 即 n>p. 同样 把 含有 受 主 杂质 的 半导体 称 为 P 型 半导体 ,并 且 有 p >n. 

2. 施主 杂质 态 和 受 主 杂质 态 

现在 讨论 杂质 为 什么 能 够 形成 施主 或 受 主 能 级 ? 为 什么 可 以 束缚 电子 或 空 
究 ? 为 什么 这 些 能 级 是 禁 带 中 的 局 域 能 级 ? 
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先 考虑 施主 摊 杂 的 情况 . 在 世族 的 元 素 半 导体 ,例如 Si 和 Ge 中 , 扒 人 少量 
多 一 个 价 电 子 的 V 族 元 素 ,例如 P 或 者 As 或 者 在 了 ~ V 族 的 化 合 物 半导体 ,如 
1nsb 中 ,以 同族 元 素 $ 或 se 代 赫 站 族 元 素 Sp, 那么 这 些 杂质 便 构成 用 主 杂质 
对 于 扒 As 的 Si 半导体 ,点 阵 常数 的 实验 证 明 , 五 
价 的 As 是 通过 取代 正常 格 位 的 Si 原子 进入 点 
阵 ,而 不 是 在 间隙 位 置 , 如 图 6. 1. 2 所 示 . 这 样 As 
的 五 个 价 电子 中 ,除了 四 个 价 电子 形成 共 价 刍 
外 ,还 多 一 个 价 电子 . 共 价 键 上 的 电子 就 是 价 带 
中 的 电子 ,而 多 余 的 一 个 电子 受到 As 离子 的 静 
电 吸 收 , 晶体 作为 一 个 整体 仍然 保持 电 中 性 

现在 估计 施主 杂质 态 的 电离 能 . 被 As* 东 缚 
的 电子 可 以 等 价 于 一 个 玻 尔 的 类 氧 原子 与 氢 原 。。 图 6. 1.2 施主 杂质 
子 不 同 的 是 ,这 个 电子 除了 受到 As* 离子 的 静电 
吸引 外 ,还 受到 周围 离子 的 作用 . 这 样 计 和 介质 的 介 电 常量 * 和 晶体 周期 势 场 中 
电子 的 有 效 质量 m” ,可 以 得 到 施主 电离 能 : 

a 


5 天 = 6.1.4 
2(04mreoehi) me " 9 


3 


其 中 ,= 了 0x57 为 氢 原 子 的 电离 能 取 自 由 氧 原子 的 电离 能 Bu = 13.6 eV， 


起 起 sh) 
对 于 告 取 m” =0 2m, =11.8, 可 以 得 到 如 ~19.5 mev. 它 与 Si 的 于 带宽 度 Bi 
1.17 eV 相 比 是 一 个 小 量 . 所 以 施主 能 级 十 分 靠近 导 带 边 . 

另 一 方面 ,施主 的 玻 尔 半径 为 


= (6.1.5) 


式 中 mm =47eo 有 /me? 为 氧 原子 的 第 一 玻 尔 轨道 半径 ,到 a =0.053 nm, 则 ao ~ 
60 x0.053 nm ~3 nm, 这 个 半径 相当 大 . 所 以 只 有 在 低 扒 杂 浓度 ( < 10…) 的 情 
况 下 ,杂质 轨道 不 发 生 交 芍 ,杂质 能 级 才 是 禁 带 中 处 于 同一 水 平 的 孤立 能 级 . 否 
则 杂质 能 级 将 展 宽 为 禁 带 中 的 一 个 窄带 . 

对 于 受 主 杂质 ,例如 在 了 族 元 素 半导体 Si 和 Ge 中 挫 人 四 族 元 素 B,Al、Ga、 
In 等 ,正如 五 价 杂 质 可 以 东 缚 一 个 电子 一 样 ,三 价 杂 质 的 负电 荷 也 可 以 东 缚 一 
个 空 穴 , 因为 它 能 从 价 带 接受 电子 而 在 价 带 中 留 下 空 穴 , 受 主 电离 相当 于 释放 一 
个 空 穴 , 将 玻 尔 模型 定性 地 用 于 空 穴 ,同样 可 以 得 到 禁 带 中 位 于 价 带 边 附近 的 局 
域 受 主 能 级 . 在 看 ~ V 族 化 合 物 半导体 中 ,用 下 族 元 素 取代 亚 族 元 素 ,也 可 以 得 
到 类 似 的 受 主 能 级 . 

值得 注意 的 是 ,上 面 讨论 的 杂质 能 级 是 在 低 捧 杂 情况 下 带 边 附 近 的 浅 能 级 . 
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某 些 杂 质 , 例 如 Au, 能 在 禁 带 中 形成 离 带 边 较 远 的 深 能 级 . 
三 、 健 导 休 的 带 峙 


除了 热 激发 外 ,光照 也 可 以 引起 半导体 中 电子 从 价 带 到 导 带 的 既 迁 ,形成 电 

~ 空 究 对 . 这 个 过 程 称 为 本 征 光 吸收 , 在 本 征 光 吸 收 过 程 中 ,光子 和 电子 应 满 
是 下 列 能 其 和 动量 守恒 条 件 ， 

E(k') -E(k) = ho (6.1.6) 

A -= 航 x (61,7) 

式 中 wx 和 Kx 分 别 表示 光子 的 频率 和 波 矢 ,下 标 。 和 ， 分 别 表示 导 带 和 价 带 ， 

本 和 上 表示 两 个 电子 态 的 波 矢 . 这 是 一 个 只 涉及 光子 -电子 相互 作用 的 直接 

医 迁 . 


本 征 光 吸收 的 最 小 光子 能 量 是 
hon = 下- (6.1.8) 
它 对 应 于 吉 边 电子 最 小 能 隙 能 最 的 光 致 路 迁 , 由 此 可 以 得 到 光明 收 的 阅 值 波长 : 
= 2 he/E, (6.1.9) 


称 为 本 征 光 吸收 边 , 式 中 。 为 真空 中 的 光速 , 对 于 本 征 光 吸收 边 附近 的 路 迁 ,由 
于 对 应 于 能 最 为 6, 的 光子 波长 A,~10“* em ,光子 的 动量 及， 一 2 "xh/A. 与 带 边 
电子 的 动量 胀 =2"h/a 相 比 可 以 忽略 不 计 ,其 中 a~10" em 为 实 空间 W -S 元 
胞 的 尺度 , 于 是 带 边 直接 帕 迁 的 动量 守恒 条 件 式 (6.1.7) 变 为 
k=k (6.1.10) 
好 在 跃迁 过 程 中 电子 的 波 失 不 变 , 在 E(k) 图 上 初 态 和 终 态 几乎 在 同一 坚 直 线 
上 ,通常 称 为 直接 跃迁 或 竖 直 有 唆 迁 . 
受到 动量 守恒 条 件 式 (6. 1. 10) 的 严格 限制 , 不 是 所 有 半导体 都 能 发 生 带 边 
直接 由 迁 , 它 取 决 于 半导体 的 能 带 结构 . 
对 于 诸如 InSb .GaAs 等 直接 能 阶 半 导体 , 导 带 边 和 价 带 边 位 于 同一 上 值 处 ， 
带 边 直 接 跃迁 可 以 发 生 ,如 图 6.1. 3(a) 所 示 . 然而 对 于 诸如 Si,Ge 等 间接 能 阶 
半导体 , 导 带 边 和 价 带 边 不 位 于 同一 上 值 处 ,它们 之 间 相隔 一 个 相当 大 的 波 矢 
=k' -在 这 种 情况 下 , 带 边 之 间 的 光 致 直接 跃迁 不 能 满足 动量 守恒 条 件 , 因 
为 光子 不 能 提供 足够 大 的 波 矢 . 但 是 ,如 果 在 该 过 程 中 产生 (或 淹没 ) 一 个 波 矢 
为 9 ,频率 为 wn 的 声 子 , 则 有 
Ak' ho (6.1.11) 
B= hwy + ho (6.1.12) 
在 这 个 跃迁 过 程 中 ,吸收 一 个 光子 产生 一 个 导 带 中 的 电子 和 一 个 价 带 中 的 空 穴 ， 
并 且 潭 没 (或 产生 ) 一 个 能 量 为 hws , 波 矢 为 g 的 声 子 . 实际 上 ,由 于 光子 的 动量 
极 小 ,而 声 子 携带 与 带 边 电子 同一 数量 级 的 动量 ,所 以 主要 由 声 子 提供 路 迁 过 程 
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EN EN 


图 6.1.3 
(4) 直接 带 梧 和 带 边 直接 昕 还 (b) 间接 带 隐 和 带 边 间接 跃迁 


所 需要 的 动量 , 另 一 方面 ,由 于 典型 的 声 子 能 量 ( hwn = 0.01 ~0.03 eV ) 一 般 远 
小 于 ,, 所 以 光子 提供 跃迁 过 程 所 需 的 大 部 人 能量 . 这 种 有 声 子 参与 的 带 边 路 
迁 称 为 间接 跃迁 或 非 竖 直 跃 迁 ,如 图 6. 1. 3(b) 所 示 . 可 以 认为 间接 跃迁 是 通过 
一 个 寿命 很 短 的 虚 态 而 进行 的 :电子 通过 吸收 一 个 光子 直接 跃迁 到 一 个 虚 态 ,再 
由 虚 态 过 渡 到 终 态 ,发 射 或 淹没 一 个 波 矢 4 = 大 的 声 子 , 因为 虚 态 寿命 极 短 , 故 
按 海 森 伯 关系 虚 态 能 量 是 不 确定 的 ,能 量 守 便 只 能 应 用 于 完整 的 跃迁 过 程 ， 

本 征 光 吸收 乃 是 半导体 带 阶 的 最 佳 测量 方法 图 6.1.4(a) 表示 在 绝对 零度 
下 ,直接 能 队 半 导体 的 连续 光 吸收 曲线 , 赣 值 频率 w, 确定 半导体 的 带 边 最 小 能 阶 
能 量 B = hw,. 可 是 对 于 间接 能 腔 半 导体 ,在 绝对 零度 下 的 直接 路 迁 不 能 确定 最 小 
的 带 隙 . 只 有 当 温 度 高 到 足以 在 卓 体 中 激发 带 边 间接 跃迁 所 需 波 和 的 声 子 时 , 才 可 
以 产生 伴随 声 子 潭 没 的 光 吸收 过 程 . 这 样 在 吸收 阔 值 附近 的 光 吸 收 较 弱 ,如 图 
6.1.4(b) 所 示 , 因此 ,光学 测量 不仅 可 以 确定 带 承 ,还 可 以 区 分 究竟 是 直接 能 阶 还 
是 间接 能 陈 . 表 6. 1. 1 列 出 了 一 些 半 导体 材料 的 价 带 和 导 带 之 间 的 能 县 

吸收 ”直接 能 隙 半导体 暴 收 间接 能 限 半 导体 


Eth Eu 光子 能 最 ho 一 
四 
用 6.1.4 在 绝对 零度 下 纯净 半导体 的 光 吸收 
{a) 直接 能 队 半 导体 的 直接 路 迁 吸收 赔 值 确定 能 本 5, = ho 
《b) 间接 能 及 半导体 直接 跃迁 不 能 确定 ,在 间接 跃迁 吸收 赔 值 音 近 光 吸收 较 思 
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表 6.1.1 一 些 半 导体 的 带 也 
《间接 天 本 :直接 种 由) 
T ev ev 

Cd er 晶体 | 带 除 [360 到 
Diamond | 5 | s4 Have” | a | -0.0 
si i | um Ln pbs | a | 0.286 i034-037 
oe 1 | oa744 0.66 Phse | i | os | 027 
sn 4 | mo 0.00 Pbse | i | oo | oz 
Insh dd| o2 | om Cas | | 2.582 2.42 
InAs qd | 043 0.36 cdse | 4 | 184 174 
inp d | 4 127 cdre | a | .60 1.44 
Gap 1 | aa 2.25 | 46 3.2 
CaAw d | 2 1 43 3.91 3.6 
Cash qd | oa 0.68 dd | 03 0 
Ash i | 6s 1.6 - 3.2 
Siclhe) | i 20 - AN - 28 
Te | 033 - co0 | | 2m - 
Znsh 0.56 0.56 Ti0, 3.03 - 


Here 是 一 种 尘 金属 , 价 和 条 和 导 各 交 驮 
四 、 激 各 


在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 假定 每 当 一 个 能 量 大 于 能 隐 的 光子 被 半导体 晶体 吸 
收 时 ,就 产生 一 个 导 带 电子 和 一 个 价 带 空 穴 . 对 于 直接 路 迁 过 程 ,其 阐 值 条 件 是 
jx 关 太 :而 对 于 有 声 子 介 人 的 间接 既 迁 过 程 ,其 阔 能 将 降低 ,降低 的 能 量 等 于 
声 子 的 能 最 hww. 但 是 一 对 电子 和 空 穴 可 以 通过 库仑 吸引 形成 一 个 复合 体 ,所 
请 激 子 就 是 束缚 的 电子 - 空 穴 对 , 一 般 激 子 可 以 在 晶体 中 运动 ,但 它 并 不 的 带电 
荷 , 激 子 和 一 个 正 电子 同 电子 构成 的 电子 偶 素 类 似 , 电子 和 空 穴 通过 库仑 势 

Vr) = 


i (6.1.13) 
4aer 

彼此 吸引 . 如 果 电 子 和 空 穴 的 等 能 面 是 球形 并 且 是 非 简 并 的 ,那么 激 子 束缚 态 就 
归结 为 一 个 类 氧 原子 问题 . 以 价 带 顶 为 能 量 原点 ,考虑 到 空 穴 的 质量 远 小 于 氧 原 
子 核 的 质量 , 激 子 的 能 级 由 修正 的 里 德 伯 方 程 给 出 : 
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机 


有 人 4 还 人 
激 子 的 玻 尔 半径 为 
ah (6.1.15) 
pe 
式 中 是 主 量子 数 ,y 是 电子 和 空 穴 的 有 效 质量 m; 和 my 组 成 的 约 化 质量 : 
二 (6.1.16) 


my 

式 (6.1.14) 中 , 令 n=1, 就 得 到 激 子 的 电离 能 量 . 对 于 Si 取 s=11.8, 得 到 激 子 
的 能 级 在 导 带 底 以 下 几 个 meV 范围 内 ,而 电子 - 空 穴 对 之 间 的 平均 距离 远大 于 
一 个 点 阵 参 数 , 如 图 6. 1.5 所 示 , 这 样 的 激 子 是 弱 东 缚 的 , 称 为 莫 特 激 子 或 旺 尼 
尔 激 子 


四 外 


图 6.1.5 呢 束 缚 流 子 
(9) 一 个 到 车 二 的 电子 - 空 穴 对 ,电子 - 空 穴 对 之 间 的 平均 间 肛 大 于 一 个 点 阵 独 数 
(b) 癌 对 的 能 级 


激 子 可 以 吸收 光子 变 为 导 带 电子 和 价 带 空 穴 , 因 而 在 半导体 基本 吸收 边 附 
近 可 以 观察 到 若干 激 子 吸收 峰 , 它 对 应 于 量子 数 n 较 小 的 一 些 激 子 状态 , 图 
6.1.6 是 氧化 亚 铜 (Cu:0) 在 低温 下 的 光 吸 收 谱 线 , 吸收 边 对 应 能 阶 17 eV， 
对 于 n>2 的 激 子 吸收 峰 与 式 (6.1. 14) 符 合 得 相当 好 , 若 取 e = 10 可 以 拟 合 得 
到 4.=0. 7m,, 

激 子 中 的 电子 和 空 穴 可 以 复合 而 发 光 , 在 此 过 程 中 电子 落 入 价 带 的 空 穴 中 ， 
同时 放出 一 个 光子 , 所 以 激 子 都 有 一 定 的 寿命 . 对 于 半导体 中 的 激 子 , 其 寿命 约 
为 hs 量 级 , 但 是 在 低温 下 受到 强 光 辐 照 时 ,诸如 Si 和 Ge 中 激 子 的 浓度 可 达到 
10" cm”, 相 应 的 自由 激 子 束缚 能 约 为 2 meV' 高 浓度 的 激 子 将 出 现 激 子 的 凝聚 
相 , 这 种 由 电子 和 室 穴 相间 组 成 的 等 离子 体 量子 液体 称 为 电子 - 空 穴 液 滴 
(Electron-Hole-Droplet). 激 子 的 凝聚 相 比 自由 激 子 状态 有 更 低 的 能 量 ,因而 是 更 
稳定 的 状态 . 液 滴 的 寿命 大 约 为 40 hs ,在 形变 的 Ge 晶体 中 ,寿命 可 达 600 hs. 在 
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光子 能 量 /ev 
212 243 214 215 2.16 


7 
4 


0 
17100 17500 17500 17400 
光子 能 重 /emr1 


图 6.1.6 氧化 亚 钢 77 K 下 光学 透射 率 的 对 数 对 光子 能 最 昌 线 

注意 座 轴 向 上 对 数 减 小 ,曲线 的 峰 对 应 于 吸收 
液 滴 中, 激 子 可 以 分 解 为 自由 电子 和 空 穴 构成 简 并 费 米 气体 ,具有 金属 性 , 液 泣 
中 的 电子 和 窗 穴 也 会 复合 发 光 , 其 光谱 是 一 个 位 于 自由 激 子 发 光谱 长 波 侧 的 宽 
峰 , 图 6.1.7 表示 Ge 中 自由 激 子 的 复合 辐射 (714 meV) 和 液 滴 相 的 复合 辐射 
《709 meV). 自由 激 子 谱 线 的 宽度 起 源 于 多 普 勒 增 宽 , 而 液 滴 谱 线 的 宽度 与 浓度 
为 2x10”em ”的 费 米 气体 中 电子 和 空 穴 的 费 米 能 相符 


自 山 滞 子 


电子 空 穴 波 泣 


704 706 708 710 12 1 716 
haimev 


闻 6.1.7 铺 品 体 在 3.04 K 下 自由 激 于 和 电子 - 空 穴 液 渍 的 复合 辐射 谱 

在 分 子 晶 体 和 离子 晶体 中 ,可 以 激发 局 域 在 单一 原子 或 分 子 上 的 激 子 ,这 时 
电子 和 空 穴 位 于 同一 原子 附近 ,构成 一 个 紧 束 缚 激 子 , 称 为 夫 伦 克 尔 激 了 于. 一 个 
夫 伦 克 尔 激 子 基本 上 是 单个 原子 的 一 个 激发 态 , 但 是 借助 于 相 邻 原子 之 间 的 而 
合 , 激 子 可 以 从 一 个 原子 跳跃 到 另 一 个 原子 ,这 种 激发 以 波 的 形成 在 晶体 中 缓慢 
运动 . 图 6. 1.8 是 固态 氰 分 子 唱 体 在 20 K 下 的 光 吸 收 谱 . 10. 17 eV 的 吸收 线 对 
应 于 激 子 的 基态 跃迁 , 它 与 氰 原子 的 最 低 强 砍 迁 9.99 eV 接近 . 晶体 的 能 险 是 11.7 
eY ,因此 激 子 的 基态 能 量 , 相 对 于 晶体 中 分 离 的 电子 和 空 穴 的 能 量 是 01.7 eV - 


$6.2 半导体 带 边 的 能 带 结构 和 有 效 质量 237 


15 
< 10 
NN 
| 
. | | 
3 0 
Holev 


则 6.1.8 固态 扎 分 子 曲 体 在 20 K 下 的 光 吸收 谐 
10. 17 eV =1.5 eV , 激 子 的 束缚 能 相当 大 , 
金属 中 的 价 电子 从 费 米 海中 激发 到 费 米面 以 外 并 在 费 米 球 内 留 下 空 穴 , 因 
其 寿命 极 短 ,不 能 形成 激 子 , 但 金属 内 层 电子 受 X 射线 激发 产生 内 层 空 穴 有 较 
长 的 寿命 ,能 够 对 已 激发 的 电子 具有 吸收 作用 形成 激 子 ,因而 在 X 射线 吸收 边 
附近 呈现 奇异 特性 . 


$36.2 半导体 带 边 的 能 带 结构 和 有 效 质量 


一 、 能 带 人 计算 的 上 .己方 法 


半导体 的 物 瑶 性 质 主要 取决 于 导 带 和 价 带 边 的 能 带 结构 , 能 带 计算 的 kp 
方法 是 求解 布 里 渊 区 中 高 对 称 点 附近 能 带 结构 最 简便 的 方法 . 它 可 以 得 到 带 边 
附近 的 能 带 色散 关系 和 有 效 质量 的 解析 表达 式 . 

周期 势 场 中 单 电子 波 函 数 是 布 洛 赫 波 


= u(r) (6.2.1) 
在 §4.1 中 ,我 们 已 经 推导 了 周期 因子 wi 满足 方程 (4.1.20) , 它 可 以 写 为 
网 -了 和 
st Se + = E(k)u (6.2.2) 
式 中 是 能 带 序号 ,KE 182,p = - 访 Y. 取 带 边 波 矢 为 bo, 则 带 边 方程 为 
Et - 
(A (6.2.3) 


为 了 简单 起 见 , 假 定 带 边 位 于 布 里 渊 区 的 中 心 厂 点 ,k= (0,0,0), 则 方程 
(6.2.3) 变 为 


a (6.2.4) 
二 
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方程 (6.2.4) 较 之 yw 满足 的 方程 (4. 1. 19) 容易 求解 得 多 ,因为 uo 是 正点 阵 的 
周期 函数 . 方程 (6. 2.4) 的 解构 成 一 个 正 交 完 备 集 . 一 旦 E,(0) 和 ws 已 知 ,那么 
我 们 可 以 将 且 "p/m 和 下 LA2m 作为 微 扰 ,应 用 简 并 或 非 简 并 微 护理 论 去 求解 
方程 (6.2.2). 这 种 计算 能 带 色散 关系 的 方法 称 为 kp 方法 . 因为 微 扰 项 正比 
于 k*p, 所 以 这 种 方法 最 适合 计算 小 k 值 的 能 谱 . 原则 上 讲 , 这 种 方法 可 以 用 来 
求解 任意 附近 的 能 谱 , 只 要 知道 在 to 点 的 波 函 数 和 能 基 ， 

1。 非 简 并 极 值 点 附近 的 有 效 质量 

假定 上 ,(0) 是 能 带 的 极 值 点 ,并 且 在 该 能 量 点 能 带 是 非 简 并 的 . 那么 应 用 标 
准 的 非 简 并 微 扰 理论 ,在 k=(0,0,0) 附 近 的 波 函 数 必 和 能 谱 及 (K) 为 
A kp ly),, 


J (6.2.5) 


内 = 办 + 直 


mA E, 


和 
号 中 
E(k) =E,(0) + 3 


= 有 (0) + 


式 中 a,B =*,y ,4 如果 选择 适当 的 主轴 学 标 , 式 (6.2.6) 可 以 写 
wy a 且 (us |p, 机 
+ 


6,(0 
这 里 我 们 只 涉及 k，p 对 能 量 的 二 级 修正 . 因为 我 们 假定 5,(0) 是 能 量 的 极 值 
点 ,在 极 值 点 附近 的 小 波 矢 k,E, (大 ) 可 按 泰 勒 级 数 展 开 至 二 级 项 ,因此 ,可 将 
名 (4) 在 极 值 点 附近 作 泰 蔓 展 开 ,展开 式 中 上 的 一 次 项 为 0, 展开 至 二 级 项 有 


es 和 人 


Ek) = 及 (0) + 人 人 


” 


A 人 


:人 人 六 为 带 边 有 效 质量 。 


对 比 式 (6.2. 2 2.8) ,得 到 有 效 质 量 的 表达 式 ， 


上 (本 1P| 由》 让 
交 i E.(0) -有 (0) 
可 见 , 由 3 时 向 友 内 了 由。 己 项 的 耦合 导致 晶体 中 电子 的 有 效 质 
基 不 同 于 自由 电子 的 质量 , 带 间 耦 合 效应 对 有 效 质量 的 影响 取决 于 下 面 两 个 
因素 : 


(6.2.9) 
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首先 ,要 求 带 间 和 矩阵 元 (ui |k*p | uo) 不 为 零 ,以 保证 不 同 带 之 间 电 子 态 之 
介 有 耦合 . 

其 次 , 带 间 两 个 电子 态 的 能 量 差 对 有 效 质量 有 重要 的 影响 ,能 量 差 越 大 影响 
越 小 . 因此 在 众多 的 电子 态 中 往往 只 需 考虑 相 邻 的 导 带 和 价 带 之 间 的 看 合 . 这 样 
在 双 带 模型 下 ， 


1 
| (us lp | us) | 2. 
El lp 1) | (6.2.10) 


式 中 上 标 \y 表示 导 带 和 价 带 标号 ,E, =E. - ,是 带 际 宽 度 . 小 能 隙 导致 小 的 
有 效 质量 , 由 式 (6. 2. 10) 还 可 知道 ,如 果 考 虑 价 带 对 导 带 电子 的 影响 , 它 将 提供 
一 个 正 值 给 1/m。 ,使 得 导 带 电子 的 有 效 质量 小 于 自由 电子 的 质量 , 相反 ,考虑 
导 带 对 价 带电 子 的 影响 ,由 于 已, -已 -<0, 它 将 倾向 于 增加 电子 的 有 效 质量 ,其 
至 使 有 效 质量 改变 符号 . 对 于 具有 立方 对 称 的 晶体 , 极 值 点 ks =0 处 电子 的 有 效 
质量 通常 是 标 基 ,与 方向 无 关 , 表 6. 2, 1 列 出 几 种 半导体 材料 在 能 量 极 值 点 附近 
导 带 电子 有 效 质量 的 实验 值 与 计算 值 , 
表 6.2.1 几 种 半导体 能 量 极 值 上 附近 导 带 电子 的 有 效 质量 


Ge GaN GaAs GaSb InP InAs Zns Znse ZnTe CdTe 
EeV og 3a 55 OB 134 045 3.80 ET 239 159 
mm( 实 验 ) |0.041 0.17 0.067 0.047 0.073 0.026 0.20 0.134 0.124 0.093 
mi /m(it) | 0.04 0.17 0.078 0.04 0.067 0.023 0.16 0.14 0.12 0.08 


对 于 诸如 Si 和 Ge 等 半导体 , 导 带 边 不 在 布 里 济 区 的 中 心 厂 点 ,kx0. 但 是 由 于 
对 称 性 的 原因 , 它 总 是 位 于 某 些 对 称 轴 上 , 采用 大" p 方法 仍然 可 以 得 到 类 似 的 结果 : 
1 _ 1 2 |u|p li) | 
nr mm Ee) Ek) 
这 时 有 效 质量 往往 是 各 向 异性 的 . 沿 对 称 轴 方 向 的 有 效 质 量 常常 记 为 m; ,而 路 
直 于 对 称 轴 方 向 的 有 效 质 量 记 为 m”. 这 是 由 于 能 带 的 对 称 性 ,导致 不 同方 向 、 
能 带 问 不 同 电子 态 能 量 差 是 不 相等 的 . 
2. 简 并 极 值 点 附近 的 能 带 结构 和 有 效 质量 
对 于 具有 金刚 厂 结 构 和 硫化 锌 结构 的 半导体 ,例如 Si 和 Ge, 每 个 原子 的 。.p 
轨道 形成 四 个 指向 四 面体 项 角 的 sp’ 杂 化 轨道 . 晶体 中 每 个 初 基 元 胞 中 含有 两 个 
原子 ,因此 两 个 原子 的 sp 杂 化 轨道 可 以 形成 四 个 成 键 轨 道 和 四 个 反 成 键 轨道 . 根 
据 紧 束缚 近似 理论 ,考虑 到 轨道 波 丽 数 的 交合 ,四 个 成 键 委 道 展 宽 为 四 个 价 傍 ,四 
个 反 成 键 轨道 展 宽 为 四 个 导 带 . 在 四 个 价 带 中 ,有 一 个 。 轨 道 主导 的 能 带 和 三 个 
轨道 主导 的 能 带 . 由于。 轨道 的 能 量 低 于 轨道 的 能 量 ， 因 此 ， 价 带 中 。 轨道 主导 


(6.2.11) 
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的 能 带 能 量 低 于 p 轨道 主导 的 能 带 能 量 , 在 能 量 极 值 点 (上 = 0),s 带 二 重 简 并 ,p 
带 六 重 简 并 (包括 自 旋 简 并 ). 进一步 考虑 自 旋 - 轨道 耦合 ,一 个 原子 的 p 态 将 分 


型 为 Pha 和 Pa 两 个 态 ,对 应 于 总 角 动 量 /= 这 和 = 二 .psa 能 级 是 四 重 简 并 的 ,对 


应 于 m = + 六 ,< 汪 :pis 能 级 是 二 重 简 关 的 ,对 应 于 m= + 二 .pa 态 的 能 量 比 


Pia 态 高 ,能 量 差 为 4. 形 成 晶体 后 ,Pa 能 级 形成 两 个 价 带 ,而 ps 能 级 形成 一 个 所 
谓 的 自 旋 - 轨 道 裂 出 价 带 . 在 =0 点 ,两 个 pa 带 四 重 简 并 ,而 p, 带 二 重 简 并 . 图 
5.2.1 是 基于 理论 和 实验 的 结合 而 得 到 的 Ge 的 导 带 和 价 带 结构 , 其 能 阶 是 间接 


的 , 导 带 底 在 二 = [9 [去 ,去 , 寺 ] 点 ， 价 可 项 位 于 大 =0 处 ， 四 个 价 带 中 最 下 而 一 


好 芷 (000) 


可 
cD ni 
图 6.2.1 Ge 的 能 带 结构 
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个 是 s 带 . 图 中 图 表示 由 于 自 旋 -轨道 耦合 得 到 的 价 带 边 的 细 臻 结构 
在 极 值 点 能 带 是 简 并 的 情况 下 ,也 可 以 采用 *p 简 并 微 扰 方 法 去 计算 带 边 的 
能 带 结构 和 有 效 质 其 , 取 价 带 边 为 能 量 的 原点 ,可 以 得 到 带 边 附 近 的 类 p 带 的 能 量 为 
E(k) = Ak* + [Bk + C2( 二 要 肝 二 虹 


它 对 应 于 py 能 级 形成 的 两 个 带 , 式 中 ” + "号 对 应 于 两 个 有 效 质量 ,分 别称 为 重 
空 穴 和 轻 空 穴 , 错 出 能 带 为 

E(kK) =—A+AL (6.2.13) 
式 (6.2.12) 和 (6.2.13) 中 的 系数 4.B8\C 可 由 实验 确定 ,以 甩 /2m 为 单位 ,对 于 


Si 和 Ge 分 别 是 
Si: 4=-429 |B|=0.68; |C|=4.87; A =0.044eV 
Ge: A 13.38; |B|= 8.4: 1C1= 13.15，4 =0.29eV 
这 样 可 以 由 式 (6. 2, 12) 来 估计 不 同方 向 轻 , 重 空 穴 的 有 效 质量 , 例如 沿 (100) 方 
向 有 


mw -于 (6.2.14) 


沿 (111) 方 向 有 

We i EA 
由 式 (6.2.14) 和 (6.2.15) 可 以 得 到 ,对 于 Si, 沿 (100) 方 向 mi 
0.28 m, 沿 (111) 方 向 员 = 0.13 mm =1.3 m. 对 于 Ge, 沿 (100) 方 向 m; = 
0.045 mm =0.21 m, 沿 (111) 方 向 mi =0.04 mms, =1.25 m, 


二 、 回 访 共 根 实 脸 


回旋 共振 是 半导体 导 带 和 价 带 边 附 近 等 能 面 的 最 佳 测 让 方法 之 一 , 确定 等 
能 面相 当 于 确定 有 效 质 量 张 量 

在 主轴 坐标 下 , 带 边 等 能 面 一 般 是 一 个 栅 球 ,如 式 (6.2.8) 所 示 . 在 恒定 磁 
场 下 ， 和 沉 子 的 回放 有效 质 量 由 式 (4; 11 办 人 


(6.2.16) 


式 中 a\B,y 是 外 磁场 B 相对 于 有 效 质量 主轴 的 方向 余 疲 : 因此 ,测量 三 个 不 同 
磁场 取向 下 的 m” 便 可 推 知 mm。 ,my wm。 

回旋 共振 实验 也 可 以 测定 带 边 等 能 面 的 形状 . 以 N 型 Ge 晶体 为 例 , 回 旋 共 
振 实验 得 到 如 下 实验 结果 : 

1 车 妃 沿 (111》 晶 轴 方向 ,可 测 得 两 个 吸收 起; 

2. 若 B 沿 (110) 晶 轴 方向 ,可 测 得 两 个 吸收 峰 ; 
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3. 若 互 沿 (100) 品 轴 方 向 ,可 测 得 一 个 吸收 峰 ; 

4. 车 及 沿 任意 方向 ,往往 可 测 得 四 个 吸收 峰 : 

根据 这 样 的 实验 结果 ,可 以 推 知 N - Ge 导 带 边 等 能 面 的 形状 . Ge 晶体 具有 
fee 点 阵 , 布 里 渊 区 为 一 个 截 角 八 面体. 假定 Ge 的 导 带 底 位 于 布 里 渊 区 4 轴 ( 即 


人 00 条) = 2 二, 二 ,十 ) 处 ,并且 等 能 而 是 长 纳 沿 人 方向 的 族 转 机 球 , 陡 么 


根据 对 称 性 ,在 布 里 渊 区 内 ,N - Ge 导 带 边 的 等 能 面 由 如 图 6. 2. 2 所 示 的 8 个 旋 
转 椭 球 构成 . 这 样 就 能 很 好 地 解释 上 述 实验 结果 . 


m0.082 m mel.64m 


图 6.2.2 Ge 中 导 带 边 附近 的 等 能 面 


令 m =m，= ma 为 短 轴 有 效 质量 ,m= mi 为 长 轴 有 效 质 量 ,并 注意 到 只 
+ 所 +Yy =1 ,那么 式 (6.2. 16) 可 以 改写 为 


(6.2.17) 


:回旋 共振 频率 


本 
m 


dD CR 
: al 2 ] (6.2.18) 
可 见 回旋 频率 依 粮 于 磁场 相对 于 椭 球 长 轴 的 取向 y. w, 的 多 值 性 决定 于 |y | 的 
多 值 性 . 根据 我 们 的 假定 , 布 里 渊 区 中 有 8 个 等 价 的 长 轴 沿 (111) 方 向 的 旋转 椭 
球 ,因此 
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1. 当 BNT111] 方 向 时 ， 


lrl= 1 


广 ， 其 他 情况 
即 长 轴 沿 [111] 和 [TTT] 的 两 个 本 球 相对 于 磁场 的 方向 余弦 | y | = 1 ,而 对 于 剩 
下 的 6 个 本 球 |Y | = 子 .因此 可 以 有 两 个 吸收 峰 . 

2. 当 有 NI110] 方 向 时 ， 


人 当 长 轴 沿 [111] .LTTi] 时 


出 | 到: 种 当 长 轴 沿 [111],[111],[111],[111] 时 
J 半 ， 其 他 情况 
这 样 有 两 个 吸收 峰 
3， 当 BA/[100] 方 向 时 ， 
jy | 
和 v3 A 
这 样 只 有 一 个 吸收 峰 ， 


4， 当 如 沿 任意 方向 时 ,只 有 对 k=0 对 称 的 两 个 椭 球 | y | 相等 , 故 可 能 有 四 
个 吸收 峰 ， 

因此 由 回旋 共振 实验 可 以 测定 半导体 Ge 导 带 边 等 能 面 的 结构 ,并 得 到 
由 ”= 1. 64 mm, =0.082 m. 

同样 回旋 共振 实验 测 得 Si 导 带 边 的 等 能 面 如 图 6. 2. 3 所 示 . 它 是 长 轴 沿 
《100》 方 向 的 六 个 旋转 棋 球 ,并 且 m; =0.98 mm,mi =0.19 m. 


时 泛 
m019m m0.98 


图 6.2.3 i 中 导 带 边 附近 的 等 能 面 


244 第 六 章 半导体 电子 论 


8$6.3 半导体 载 流 子 的 浓度 


一 、 巡 导体 载 法子 的 统计 分 市 
半导体 的 载 流 子 包括 导 带 中 的 电子 和 价 带 中 的 空 穴 . 在 热力 学 平衡 下 , 导 带 
电子 应 该 满足 费 米 分 布 ; 
J(E) = (6.3.1) 


mT 


而 价 带 空 穴 就 是 电子 的 欠缺 ,因此 能 量 为 的 状态 不 被 电子 占据 的 概率 就 是 空 
穴 占据 的 概率 : 


A(E) =1- 人 人 (6.3.2) 


e $7 
可 见 空 穴 的 费 米 函数 是 电子 费 米 函数 相对 于 能 量 轴 5 = 局 的 镜像 , 高 电子 能 量 
相当 于 低空 穴 能 量 , 

与 金属 不 同 的 是 半导体 的 费 米 能 在 禁 带 之 中 ,因此 对 于 本 征 半 导体 或 低 扒 


杂 的 半导体 , 载 流 子 的 能 量 通常 满足 : 


-E> hu7， 对 于 导 带 电子 (6.3.3) 
-E> 7T， 对 于 价 带 空 穴 (6.3.4) 
这 样 分 布 函 数 (6.3.1) 和 (6,3.2) 将 退化 为 经 典 的 玻 耳 效 曙 分布 函数 : 
JE) we (6.3,5) 
(EB) ea (6.3.6) 


其 子 统计 退化 为 经 典 统计 的 原因 在 于 ,满足 条 件 (6.3.3) 和 (6.3,4) 时 , 导 带 中 
电子 占据 概率 和 价 带 中 空 穴 的 占据 概率 远 小 于 1, 因此 可 以 不 必 考 上 处 泡 利 原 理 
的 限制 . 


二 、 载 济 子 液 度 


半导体 中 的 载 流 子 主要 集中 在 带 边 附 近 , 假定 带 边 等 能 而 是 球面 ,电子 和 空 
究 分 别 具 有 单一 有 效 质量 严 和 普 : ,那么 对 于 电子 和 空 穴 分 别 有 


A 和 Blk) = Bi (63.7) 


这 样 可 以 得 到 导 带 边 和 价 带 边 的 能 态 密度 分 别 为 


) (BE-E.)'® (6.3.8) 
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N,(E) = (8 区) (6.3.9) 


二 (全 
执 反 成 (5 1.3) 可 以 得 到 导 带 电子 和 价 带 空 穴 的 浓度 分 别 为 


mT er Ny (Ter 


(6.3.10) 


er Er 


=N, (Te 


(6.3.11) 


式 中 NN.(7) =2 (2 和 N,(7) =2(3 2 “分 别称 为 导 带 边 和 价 带 边 


的 有 效能 态 密度 . 它们 分 别 表示 在 导 带 底 . 和 价 带 项 ,处 可 容纳 的 电子 数 . 这 
样 可 以 简单 地 将 导 带 和 价 带 看 成 为 能 节 为 .和 ,的 两 个 能 级 . 一 旦 费 米 能 被 
确定 , 便 可 得 到 载 流 子 的 浓度 ， 
由 式 (6. 3. 10) 和 (6. 3, 11) 可 以 得 到 
np aN. (TIN, (Te 

=N. (TN, (Te = x(7) (6.3.12) 
它 表明 在 热平衡 下 ,各 种 载 流 子 浓度 的 乘积 只 依赖 于 温度 而 与 费 米 能 无 关 , 它 是 
质量 作用 定律 的 一 种 表述 ,类 似 于 化 学 中 不 同 水 溶液 里 所 离子 与 关 离 子 的 乘积 
在 旋 度 一 定时 是 一 个 常量 . 这 里 ,只 要 假定 费 米 能 级 离 两 个 带 边 的 距离 与 hu7 相 
比 足 够 大 , 式 (6. 3. 12) 便 成 立 ,而 不 论 是 本 征 或 杂质 半导体 , 这 个 结果 在 实践 中 
很 重要 ,因为 在 给 定 温度 下 ,电子 和 空 穴 浓度 的 乘积 是 一 个 不 依赖 杂质 浓度 的 党 
最 . 例如 引信 少量 的 菜 种 杂质 使 电子 浓度 a 增加 ,必定 使 空 穴 浓 度 p 减 小 ,这 样 
可 以 引入 适量 的 杂质 去 控制 载 流 子 浓度 n+p, 效 果 十 分 明显 


三 、 赏 米 能 的 确定 


我 们 可 以 由 载 流 子 激 发 的 电 中 性 条 件 去 确定 费 米 能 . 
1， 本 征 激发 
在 本 征 半 导体 本 征 激发 情况 下 , 电 中 性 条 件 可 以 表示 为 
n=p (6.3.13) 
这 样 由 式 (6.3. 10) 和 (6.3. 11) 得 到 
Ne Te EN CT) er 
两 边 取 对 数 得 到 
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由 此 解 出 
E.= E+E. FT (7) 2 E+E. 
' 2 2 "NAT) 2 
可 见 当 7 了 =0, 或 者 T#0, 但 m, = , 费 米 能 正好 在 禁 带 中 央 . 
另外 ,由 式 (6.3.12) 和 电 中 性 条 件 ,可 以 得 到 
n=p= VN TN, (Te (6.3.15) 
式 (6.3. 15) 告 诉 我 们 ,在 本 征 激发 情况 下 , 载 流 子 浓度 只 依赖 于 能 孙 宽 度 和 温 
度 而 与 费 米 能 无 关 , 对 于 一 给 定 的 半导体 ,温度 越 高 载 流 子 浓度 越 大 ;在 一 定 的 
温度 下 , 罕 能 隐 半 导体 , 载 流 子 浓度 大 . 
2， 杂 质 激发 
先 考虑 N 型 半导体 , 假定 施主 浓度 为 ww, 施主 能 级 能 重 为 Bu , 受 主 浓度 
入 =0, 温 度 足 够 低 使 得 本 征 激发 可 以 忽略 ,这 样 导 带 中 的 电子 就 是 已 经 电离 的 
施主 杂质 态 上 的 电子 . 电 中 性 条 件 应 该 是 
n= (Ne -no) (6.3.16) 
式 中 m 为 施主 能 级 上 的 电子 浓度 , 如 果 不 考虑 杂质 局 域 能 级 上 电子 的 库仑 相互 
作用 ， 


+ 67Ttnme (6.3.14) 
条 于 


np = No 一 ET (6.3.17) 
8 +1 
将 式 (6.3.17) 代 入 式 (6.3.16) 便 得 到 
1 
= Nl - mm] = N, — 3, 
msn[ Tr 到 MT (6.3.18) 
再 由 式 (6.3,10) 可 以 得 到 
i n 
局 ET (6.3.19) 
将 其 代入 式 (6.3.18) 中 ,有 
N20) 
NT I+ 
式 中 多 一 如 为 施主 电离 能 . 由 (6. 3. 20) 可 以 得 到 
mr 
+N =0 (6.3.21) 


求解 方程 (6. 3.21) 得 到 导 带 中 电子 浓度 为 


(6.3.22) 
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当 温度 足够 高 ,满足 6, 六 7 六 玉 时 , 式 (6.3.22) 近 似 有 
n=N, (6.3.23) 
它 表明 施主 全 部 电离 , 导 带 中 的 电子 浓度 等 于 施主 浓度 , 称 为 施主 激发 已 经 饮 
和 .将 n=N。 代入 式 (6.3.19) ,得 到 
AN 


NT) 


B= B+hTln 


kT ln 


(6.3.24) 


N. (7) 


这 时 费 米 能 已 相当 接近 已 ， 
4 var ， 
相反 当 温度 足够 低 时 ,在 式 (6. 3. 22) 中 ,ry “7 > 1, 因 此 有 


= [N. (TN J (6.3.25) 


而 (6.3.26) 


本 


当 7-0K 时 ,有 , 费 米 能 处 于 己 和 EE, 之 间 ， 


对 于 了 型 半导体 ey 我 们 只 需 将 上 面 公式 中 的 n=-op, No， 
N=N, BE.—- 一 局,Bn 一 -BA， 即 可 得 到 关于 空 穴 的 类 似 结果 

3， 反 型 密度 

以 上 我 们 只 讨论 了 本 征 激发 和 仅 存在 施主 杂质 或 受 主 杂 质 激发 的 简单 情 
况 , 如 果 同时 存在 施主 和 受 主 杂质 ,而 且 施主 和 受 主 浓度 可 以 比较 ,情况 将 变 得 
相当 复杂 方程 往往 要 用 数值 求解, 但 是 即使 在 这 种 情况 下 ,质量 作用 定律 仍然 
成 立 : 


nrp=N, (TN. (Te = (6.3.27) 
a 为 本 征 密度 ,通常 称 为 反 型 密度 . 它 表明 在 特定 温度 了 下 ,半导体 中 的 电 
和 空 穴 浓 度 相等 na =p = mi, 但 是 随 着 温度 的 变化 ,如 果 
n>n， 则 p <n, 
p>m， 则 n <n, 
即 当 某 种 载 流 子 浓度 由 高 于 反 型 密度 变 为 低 于 反 型 密度 时 ,电导 类 型 就 反 转 , 密 
度 大 于 反 型 密度 的 载 流 子 称 为 多 数 载 流 子 , 反 之 称 为 少数 载 流 子 . 


四 、 案 导体 识 流 子 的 莘 开 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 假定 .~ E; 交 hT 和 -上 , 交 h7, 在 这 样 的 假定 
下 ,由 式 (6.3.10) 和 式 (6.3.11) 得 到 
nN, peN, (6.3.29) 


(6.3.28) 


mk) 
中 ,=2( 一 
式 中 (3 


给 出 的 临界 载 流 子 
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浓度 : 


ms = (ee) (6.3.30) 
载 流 子 是 非 简 并 的 . 这 样 采用 经 典 的 玻 耳 兹 曼 统计 是 合理 的 , 但 是 对 于 重 挫 杂 的 
半导体 ,在 足够 高 的 温度 下 , 载 流 子 浓度 超过 了 有 效能 态 密度 ,此 时 载 流 子 变 为 
简 并 的 . 由 式 (6. 3. 26) 也 可 以 看 到 , 随 着 挫 杂 浓度 (Ne 或 \) 和 温度 的 升 高 , 费 
米 能 将 向 带 边 移动 ,5 ~, 六 bn 和 局 -已 ,六 如 了 关系 将 不 成 立 , 此 时 ,必须 
严格 地 采用 费 米 分 布 函数 进行 计算 , 

[ 注 】 严格 地 ,杂质 局 十 人 级 的 占据 素 一 般 不 直接 由 妆 米 分 孙 数 给 出 考虑 到 占据 电 
子 之 间 的 亩 仑 排 订 ,使 得 每 个 杂质 能 级 补 自 旋 相 反 的 两 个 电子 双 占 据 变 为 不 可 能 ,因此 施主 
能 级 目 据 素 变 为 


人 hE) m 一 一 一 一 (6.3.31) 


Nm, Lm 


机 此 得 到 电离 施主 的 百分率 为 
AM -mm _ 加 加 
1 hE) rr (ea) 

受 主 能 级 的 占据 概率 , 亦 即 电离 受 主 的 百分率 为 
NN 


i i 
二 全 (50 = 


(6.3.33) 
+1 


可 见 , 如 果 不 考 谍 二 和 2 两 个 常数 因子 , 则 占 撕 概 率 与 费 米 分 布 函 数 一 致 
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当今 几乎 所 有 的 微 电 子 器 件 的 核心 部 分 都 是 一 个 半导体 芯片 . 每 一 种 半导体 
芯片 就 是 一 个 微型 化 的 半导体 二 极 管 三 极 管 以 及 电阻 电容 等 元 件 的 集成 化 电 
路 . 不 同 元 件 的 组 合 能 完成 特定 的 控制 功能 , 然而 作为 集成 电路 的 单个 控制 单元 ， 
大 多 数 是 基于 通过 接触 面 载 流 子 的 输 运 而 工作 的 , 如 果 载 流 子 能 够 通过 不 同 物质 
之 间 的 交界 而 ,这 些 物质 就 处 于 接触 状态 . 以 半导体 为 基 的 接触 可 分 为 两 类 : 

-类 是 同 种 晶体 内 部 的 界面 ,通常 称 为 同 质 结 ;例如 ,在 同一 块 半导体 中 , 控 
制 不 同 区 域 的 掺 杂 , 使 一 部 分 为 P 型. 另 一 部 分 为 N 型 ,它们 之 间 的 接触 面 就 是 
一 个 同 质 结 . 特别 地 称 为 P - N 结 . 理想 的 P - N 结 界面 存在 着 P 区 受 主 杂质 浓 
度 N 和 NN 区 施主 杂质 浓度 NN, 的 突变 , 实际 上 ,P- N 结 界面 处 杂质 浓度 可 能 是 
渐变 的 . 

另 一 类 是 两 种 或 多 种 物质 之 间 的 交界 面 , 例 如 金属 与 半导体 ,以 及 不 同 能 带 
结构 的 半导体 之 间 的 界面 ,通常 称 为 异 质 结 . 特别 地 ,将 金属 .绝缘体 和 半导体 之 
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间 的 界面 称 为 MIS 结 . 如 果 绝缘 体 为 氧化 物 又 称 为 MOS 结 . 
一 、P-N 结 


1 平衡 P-N 结 的 费 米 能 和 和 势 又 

考虑 一 个 理想 的 同 质 P -N 结 , 先 假定 P 区 和 N 区 处 于 隔离 状态 ,P 区 和 NN 
区 具有 相同 的 能 带 结构 ,两 部 分 价 带 项 能 量 , 和 导 带 底 能 二. 相同 .但 P 区 
的 多 数 载 流 子 为 空 穴 , 因 此 费 米 能 (5,)， 在 价 带 项 附近 ;而 N 区 的 多 数 载 流 子 
为 电子 ,因而 费 米 能 ( Er ) 在 导 带 底 附 近 , 如 图 6.4.1(a) 所 示 . 


5 2. a 已 
一 
(ED 
上 一 aoor 一 一 


图 6.4.1 P-N 结 的 能 带 结构 和 P-N 销 势 杀 
(4) 接骨 前 (b) 接 和 后 热 平 痪 时 

一 旦 P 区 和 NN 区 相互 接触 ,由 于 界面 上 两 种 载 流 子 存在 着 极 大 的 浓度 梯 
度 ,界面 两 侧 的 费 米 能 不 相等 ,N 区 的 电子 将 扩散 进入 P 区 ,并 同 P 区 的 空 穴 复 
合 ;同时 P 区 的 空 穴 将 扩散 进入 N 区 ,并 同 N 区 的 电子 复合 , 电子 和 空 穴 的 复合 
将 在 界面 附近 形成 一 个 无 载 流 子 的 耗 尽 层 , 上 述 电荷 的 转移 ,结果 在 N 区 一 侧 
出 现 了 由 不 能 运动 的 电离 施主 形成 的 正 电荷 积累 ,和 P 区 一 侧 出 现 了 由 不 能 运 
动 的 电离 受 主 形 成 的 负电 荷 积累 .这 样 在 结 区 形成 了 一 个 从 N 区 指向 P 区 的 电 
场 , 称 为 内 建 场 . 它 将 阻止 N 区 电子 和 了 区 空 穴 的 扩散 . 

在 热平衡 下 , 载 流 子 的 场 致 漂移 流 和 浓度 梯度 导致 的 扩散 流 相互 抵消 ,没有 
净 粒 子 流 . 并 且 在 结 区 形成 电子 ( 空 穴 ) 势 骑 : 对 于 电子 耐 言 P 区 一 侧 的 势能 高 
于 NN 区 ;对 于 空 穴 而 言 N 区 一 侧 的 势能 高 于 P 区 . 整个 晶体 和 结 区 载 流 子 热 平 
衡 条 件 是 电化 学 势 相等 . 对 于 电子 可 表示 为 

Tlnn(m) -ep(r) = Tinn(r) -eplry) (6.4.1) 


对 于 空 穴 是 
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kT ln plry) +eg(m) = hoTIn plre) + ep(re) (6.4.2) 
式 中 nm) am) PC(m) ,p(To) 分 别 表示 N 区 和 P 区 电子 和 空 穴 的 浓度 ， 
8(m) 和 9(m) 分 别 表示 N 区 和 了 区 的 静电 势 . 
利用 式 (6.3. 10) 和 式 (6.3.11) 由 式 (6.4.1) 和 式 (6.4.2) 容 易 得 到 
eVo = (Ew ~ (Er), (6.4.3) 
式 中 =w(r) -w(r) ,表示 N 和 了 区 的 电势 差 . 可 见 势 艰 的 高 度 正好 等 于 原 
来 N 区 和 P 区 费 米 能 之 差 . 整个 能 带 在 结 区 产生 弯曲 ,使 得 在 空间 电荷 区 以 外 NN 
区 和 了 区 带 边 能 量 相对 移动 ,有 5 - 6 =eV。,E"- E\ =eyo 整个 系统 的 电化 
学 势 相等 . 而 在 弯曲 的 能 带 图 式 中 , 费 米 能 被 拉平 ,如 图 6.4. 1(b) 所 示 . 
由 此 ,可 以 得 到 ,在 热力 学 平衡 并 且 载 流 子 非 简 并 情况 下 ,N 区 和 P 区 载 流 
子 的 浓度 


mm N. (T)e sr (6.4.4) 
本 = N. (T)e emer (6.4.5) 
py = N, (Te tt (6.4.6) 
四 = N, (T)e MA (6.4.7) 


号 = er 全 ar (6.4.8) 
可 见 平衡 时 P 区 和 N 区 的 电子 浓度 之 比 以 及 N 区 和 P 区 的 空 穴 浓 度 之 比 细 满 
足 玻 卫 效 最 关系 

2， 外 加 电压 和 了 -N 结 的 整流 作用 

当 P-~ N 结 上 加 有 正 向 偏 压 Y( 即 加 正 电压 于 也 区 ) 时 , 势 杀 高 度 杰 为 
e(W -Y) ,如 图 6.4.2 所 示 . i pi 

此 时 势 又 不 足以 完全 抵消 电子 和 空 穴 的 扩 [一 


散 作用 ,漂移 运动 和 扩散 运动 的 平衡 被 破坏 . 结 上 | 一 一 | 
果 有 较 多 的 电子 由 N 区 向 了 区 扩散 .P 区 电子 浓 sh 中 
度 可 近似 地 写 为 的 
人 人、 
与 平衡 情况 相 比 ,P 区 电子 浓度 的 增加 为 图 6.4.2 外 吉 信 压 下 
An = np -ner 1) Te 


《6.4.10) 
这 些 多 余 的 电子 是 非 平衡 载 流 子 ,它们 一 面向 P 区 内 部 扩散 ,一 面 与 P 区 的 空 
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穴 复合 .扩散 流 可 唯 象 地 写 为 
了 = 一 0 (6.4.11) 
其 中 人 D. 为 电子 的 扩散 系数 . 
复合 是 一 个 由 非 平衡 趋 于 平衡 的 自发 过 程 , 它 以 一 定 的 概率 发 生 , 定义 复合 


率 为 单位 时 间 ,单位 体积 内 非 平衡 载 流 子 的 复合 数 ,在 线性 近似 下 , 它 比 例 于 非 
平衡 载 流 子 的 浓度 , 即 


(6.4.12) 


z -被 定义 为 非 平衡 载 流 子 的 寿命 , 它 描述 非 平衡 载 流 子 在 复合 前 的 平均 存在 


时 间 . 
根据 连续 性 原理 ,有 
np Am 
= (6.4.13) 
ny 
在 稳定 情况 下 ,局 =0, 得 到 
dn 
ri 
解 之 ,得 到 
np -ny = Ae TT 4 Be /TT (6.4.14) 


对 于 合理 的 解 ,应 取 4 =0, 因 为 我 们 选取 P - N 结 界 面 坐 标 x=0,N 区 坐标 x > 
0,P 区 学 标 *<0, 如 图 6.4.2 所 示 . 在 式 (6.4.14) 中 取 *=0, 得 到 

Bs (ne -nn) = me" -1) (6.4.15) 
由 此 得 到 


~ De (6.4.16) 
式 中 上 -= VD - , 称 为 电子 的 扩散 长 度 , 可 见 由 于 复合 , 非 平衡 载 流 子 的 浓度 
随 着 * 的 增加 将 不 断 地 减少 


由 于 在 界面 处 (x = 0) ,电子 对 电流 密度 的 贡献 仅仅 由 扩散 决定 ,由 此 可 以 
得 到 电子 注入 到 了 区 的 电流 密度 为 


Ne 


Eo)ee -1) (6.4.17) 


同 理 可 以 得 到 空 穴 注 人 N 区 的 电流 密度 为 
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六 = (Ene dy (6.4.18) 


式 中 DD, 为 空 穴 的 扩散 系数 和 扩散 长 度 . 由 式 (6.4.17) 和 式 (6.4. 18) 得 到 正 
向 偏 压 下 的 总 电流 密度 : 

dl (6.4.19) 
其 中 J 


hs o{ (2) + 园地 (6.4.20) 


对 于 反 向 偏 床 ,同样 可 以 得 到 

几 = he 1) 《6.4.21) 7 
图 6.4.3 画 出 了 P-N 结 的 伏 安 特性 曲线 , 随 着 正 向 
电压 的 增加 ,电流 旺 指数 形式 增加 , 相反 , 随 着 反 向 电 图 6.4.3 P-N 结 的 伏 安 
压 的 增加 ,电流 趋 于 亿 和 电流 J。. 表明 了 - N 结 具 有 特性 曲线 
单 向 导电 的 整流 特性 . 

3， 双 极 型 晶体 管 

1947 年 美国 贝尔 实验 室 的 三 位 科学 家 巴 丁 (J Bardeen). 布 喇 上 顿 (W,H， 
Brattain) 和 肖 克 莱 ( W. Shockley ) 发 明了 双 极 型 晶体 管 , 也 称 为 三 极 管 , 它 由 两 个 
背靠背 的 P-N 结 组 成 . 下 面 以 NPN 型 三 极 管 为 例 来 说 明 电流 放大 原理 ,PNP 型 
的 分 析 是 完全 类 似 的 . 

一 个 NPN 三 极 管 有 两 个 P ~- N 结 : 发 射 结 和 收集 结 ;三 个 区 :发 射 区 、 基 区 和 
收集 区 , 基 区 必须 做 得 很 济 ( 一 个 微米 到 几 十 微米 ), 工作 时 收集 极 和 基 极 都 加 
正 电压 ,5E, > E,. 因此 ,发 射 结 正 向 偏 置 , 发 射 结 将 电子 注 和 到 了 区 ,成 为 P 区 的 
少数 载 流 子 , 它 们 一 方面 向 收集 结 扩散 ,一 方面 与 P 区 的 空 穴 复合 但 是 收集 结 
反 向 偏 置 , 由 式 (6.4.20) 可 知 反 向 侈 和 电流 比例 于 P 区 少数 载 流 子 的 浓度 , 由 
于 基 区 的 宽度 WF 远 小 于 扩散 长 度 ,因此 由 发 射 区 注入 到 基 区 的 电子 来 不 及 复合 
就 扩散 到 反 向 收集 结 边界 ,被 收集 结 抽取 ,基本 上 发 射 多 少 便 收集 多 少 ,这 样 收 
集结 处 于 反 向 大 电流 状态 , 设 收集 极 电流 为 /,. 只 有 小 部 分 复合 电流 流入 基 区 成 
为 基 流 1. 总 的 发 射 极 电流 /. 满足 

1 = + (6.4.22) 
县 有 上 交心 对 于 一 个 给 定 的 三 极 管 1 与 1 的 比例 保持 一 定 ,所 以 可 以 通过 改 
变 久 来 达到 控制 1. 的 目的 ,这 就 是 三 极 管 放大 的 实质 . 通常 改变 一 点 1,,1, 就 变 


化 很 大 . 我 们 常用 B = 述 三 极 管 的 放大 能 力 ,B 称 为 三 极 管 的 电流 放大 系 
数 . 图 6. 4. 4 表示 三 极 管 的 电流 放大 原理 . 
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图 6.4.4 三 极 管 的 电流 放大 原理 


二 、 金 属 -这 导体 结 


1， 肖 特 基 势 双 


考虑 如 图 6, 4.5 所 示 的 N 型 半导体 与 金属 的 接触. 忽略 掉 表 面 态 , 在 接触 
之 前 ,从 半导体 的 内 部 一 直到 表面 ,能 带 是 水 平 的 ,施主 浓度 与 位 置 无 关 , 为 常数 
No 假定 半导体 的 费 米 能 高 于 金属 的 费 米 能 ，E? > E?, 且 E; - EE,,E, 为 禁 


人 金属。 N 弄 时 人 底 


图 6.4.5 金属 与 半导体 结 的 肖 特 基 势 全 
(9) 金属 NN 型 半 导体 接触 (b) 金属 -P 型 半导体 接触 
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带宽 度 . 在 这 样 的 假设 下 ,不必 考 虑 价 带 的 存在 . 当 金 属 与 半导体 接触 时 ,电子 将 
由 半导体 的 导 带 流向 金属 , 热平衡 时 ,两 者 的 费 米 能 重合 . 电离 施主 在 接触 面 附 
近 半导体 一 侧 形成 空间 正 电荷 积累 ,电子 则 在 金属 表面 形成 负电 荷 积累 , 这 样 就 
会 在 半导体 内 形成 向 上 弯曲 的 能 带 . 半导体 中 载 流 子 严重 耗 去 的 势 又 层 称 为 肖 
特 基 势 骑 层 ,也 称 为 耗 尽 层 . 

由 于 在 耗 尽 层 中 电子 几乎 完全 跑 空 ,只 剩 下 带 正 电荷 的 电离 施主 ,此 处 的 泊 
松 方程 为 

VD = Ne/so (6.4.23) 

静电 势 由 下 式 确定 : 


dp 
a 


~ Noe/eoe = A (6.4.24) 
式 中 e 为 半导体 的 介 电 常量 ,4 为 一 常数 , * 是 位 置 党 标 ,* =0 为 金属 与 半导体 
之 问 的 界面 ,0<xsd 为 耗 尽 层 ,x > d 为 半导体 内 部 ,d 是 势 又 厚度 , 方程 
(6.4.24) 具 有 抛物 线形 式 的 解 : 


p(s) = + Br + C (6.4.25) 


8 和 C 可 由 边界 条 件 求 出 .x* =0 时 ,有 


-ep(0) = EN -Er (6.4.26) 
得 到 
C= L(gr-E) (6.4.27) 
在 *=d 处 有 
“ep(d) = 和 0 (6.4.28) 
和 
dD) -44+8 =0 (6.4.29) 
由 此 容易 得 到 
B=-hd, C=$e (6.4.30) 


代入 式 (6.4.25) 可 得 到 静电 势 
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A 2 ec 
(0 2d (6.4.31) 
和 势 又 层 的 厚度 


("= 3 i 让 2 


| (01 ” (6.4.32) 


可 见 势 健 的 厚度 随 施主 浓度 的 增 大 而 减 小 . 但 式 (6.4.32) 只 有 在 施主 之 间 的 平 
均 距 离 80 远 小 于 d 时 才 成 立 , 即 


do = No (6.4.33) 


例如 ,对 于 金属 与 N - Ce 接触 的 情况 , 若 EY ~ E? =0.3 eV,e6, = 16,N, = 
10" em ,得 到 d =7 x10 em. 施主 之 间 的 平均 距离 8 = 2 x 10…， em, 式 
(6.4. 32) 只 是 勉强 地 满足 
对 于 金属 与 P 型 半导体 接触 ,情况 完全 类 似 , 若 假定 不 > Er, 且 FE? -BY < 
5，, 结 果 会 在 半导体 内 出 现 电离 受 主 形成 的 负 空间 电荷 积累 ,这 祥 就 会 在 半导体 
内 形成 向 下 梅 曲 的 能 带 , 出 现 室 穴 的 耗 尽 层 , 图 6. 4. 5 表示 金属 与 半导体 接触 的 
肖 特 基 势 垒 , 

在 肖 特 基 势 免 型 的 金属 - 半导体 结 中 ,半导体 耗 尽 层 的 化 学 势 始 终 处 于 带 
膨 之 中 , 电子 或 者 空 穴 都 必须 克服 一 个 势 刍 才 能 在 金属 和 半导体 之 间 迁 移 , 如 果 
在 结 上 加 上 偏 压 ,使 半导体 的 电势 相对 金属 改变 +V, 则 半导体 能 带 图 相对 于 金 
属 能 带 图 移动 于 cy 则 肖 特 基 势 钨 结 的 1 -VV 曲线 就 与 P-N 结 一 样 具 有 整流 
特性 ， 

在 外 加 电压 下 , 肖 特 基 势 堡 层 的 厚度 随 所 加 电压 而 变化 : 


d(4V) = [Ea -Er F ey) (6.4.34) 


根据 我 们 的 假定 , 肖 特 基 耗 尽 层 中 只 含有 不 能 移动 的 电离 施主 而 无 自由 载 流 子 ， 
它 相 当 于 金属 (*<0) 和 半导体 (* 关 d) 之 间 的 绝缘 层 , 从 静电 学 来 看 ,一 个 金属 
与 一 个 N 型 (或 P 型 ) 半 导体 的 肖 特 基 接 触 就 像 一 个 电容 器 ,单位 面积 电容 为 


(6.4.35) 


测量 电容 并 以 IC 对 Y 作 图 ,得 到 直线 , 与 上 式 符合 得 相当 好. 由 直线 的 斜率 能 
够 确定 No 或 e, 将 直线 延长 到 1/C? =0 可 得 到 BY - E?, 但 是 由 于 忽略 了 表面 
态 ,这 样 得 到 的 结果 往往 与 用 其 他 方法 测量 的 结果 并 不 一 致 
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2. 金属 与 半导体 的 欧姆 接触 

仍然 考虑 金属 与 N - 型 半导体 的 接触. 在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 假定 EY > 有 
但 是 如 果 金 属 的 费 米 能 高 于 半导体 , 即 5? > 不, 金属 中 的 电子 将 流向 半导体 , 形 
成 一 个 厚度 为 了 的 多 数 载 流 子 聚集 区 ,如 图 6.4.6, 形 成 向 下 硒 曲 的 能 带 . 热 平 
衡 时 聚集 区 的 费 米 能 处 于 导 带 底 以 上 ,此 时 半导体 变 为 局 部 的 金属 . 显然 电子 不 
必 克 服 任何 势 怠 就 能 在 金属 和 半导体 之 间 相互 转移 这 样 的 结 称 为 欧姆 接触 , 它 
没有 整流 作用 ,1-V 关系 是 线性 的 


图 6.4 6 金属 -N 型 半导体 的 欧姆 接 般 


3， 反 型 层 接触 

只 有 在 |E? -Ey"| «EE, 的 假设 下 ,关于 肖 特 基 势 又 层 的 结论 才 是 正确 的 ， 

因为 仅 在 这 种 情形 下 可 以 用 单 带 模型 来 描述 接触 效应 . 也 就 是 可 以 假定 所 有 载 
流 子 都 是 从 杂质 能 级 激发 而 来 的 ,只 限于 研究 一 种 载 流 子 的 行为 . 

如 果 | E? - EX" | 的 大 小 可 与 能 了 E， 的 大 小 相 比 , 则 原来 我 们 忽略 掉 的 能 

带 (例如 N 型 半导体 的 价 带 或 型 半导体 的 导 带 ) 在 表面 层 附近 一 定 接近 了 费 

米 能 ,这 就 是 说 ,对 应 于 被 我 们 忽略 的 另 -类 型 载 流 子 的 占据 率 不 可 再 忽略 

图 6. 4. 7 表示 金属 与 N 型 半导体 接触 的 能 带 结构 ， 图 中 ,是 所 亩 的 本 征 费 米 能 

dp(dnm 


反 型 层 
图 5.4.7 N 型 半导体 的 反 理 层 接触, 室 穴 注 人 
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级 , 它 位 于 禁 带 的 中 央 , 它 是 判断 半导体 导电 类 型 的 一 个 参考 能 级 . 当 E, > FE， 
时 , 费 米 能 接近 导 带 底 ,半导体 为 N 型 导电 . 当 Br = E, 时 ,电子 和 空 穴 浓度 相 
等 ， =m' 当 Br< 尼 时 , 赐 米 能 接近 价 带 项 ,为 P 型 导电 . 由 图 6.4.7 可 见 ， 
在 成 -6?=E, 条 件 下 ,在 N 型 半导体 界面 附近 *<d, 的 界面 层 内 是 P 型 导电 
的 . 在 *>d, 以 外 仍 为 N 型 导电 . 在 *=4d; 处 为 本 征 电导 . * <d, 的 这 部 分 边界 层 
称 为 反 型 层 , 具有 反 型 层 的 接触 可 用 来 作为 载 流 子 注入 ,P 型 半导体 的 反 型 层 注 
人 电子 ,N 型 半导体 的 反 型 层 注入 空 穴 . 


三 、MOS 结 和 MOS 晶体 管 


最 典型 的 MOS 结 可 以 在 一 块 清洁 的 硅 片 上 先 形成 一 层 注 的 Si0; 膜 ,然后 
再 覆盖 一 层 金属 Al 来 构成 ,如 图 6. 4. 8 所 示 , 
氧化 膜 的 作用 是 隔断 金属 和 半导体 ,使 之 载 流 me 一 | Al 图 
子 不 能 相互 交换 . 通常 在 金属 膜 与 Si 衬 底 之 间 
施加 一 个 所 谓 的 桥 电 压 , 在 靠近 绝缘 层 的 半 导 
体 界面 层 内 , 载 流 子 的 浓度 依赖 于 外 加 栅 电 
奈 ,不 同 的 桥 电 夺 司 以 形成 载 流 子 的 积累 层 , 耗 尽 层 和 反 型 层 . 

对 于 一 个 N 型 硅 MOS 结 (图 6. 4.9) , 当 施加 一 个 指向 半导体 内 的 正 向 栅 压 
时 ,半导体 内 的 电子 将 在 外 场 的 作用 下 台 向 表面 ,形成 表面 电子 积累 层 , 由 于 表 
面积 累 层 是 多 数 载 流 子 堆积 ,所 以 表 而 积累 层 的 导电 类 型 与 体内 相同 ,但 电导 率 
比 体内 高 ,为 一 表面 高 电导 层 , 半导体 的 能 带 在 界面 处 向 下 弯曲 , 相反 , 当 施加 反 
向 栅 奈 时 ,表面 层 内 的 电子 被 排斥 到 体内 ,显示 出 由 电离 施主 构成 的 表面 空间 电 
和 葵 层 ,在 这 个 表面 空间 电荷 层 内 儿 乎 不 存在 电子 , 称 为 电子 的 耗 尽 层 , 半导体 的 
能 带 在 边界 处 向 上 寄 曲 , 随 着 反 向 栅 压 的 增 大 ,能 带 弯 曲 增 大 ,使 得 费 米 能 级 更 
靠近 表面 处 的 价 带 顶 , 此 时 表面 层 内 的 空 穴 浓度 将 大 于 电子 浓度 ,表面 层 就 变 为 
以 空 穴 导 电 为 主 的 反 型 层 , 这 样 的 反 型 层 又 称 为 了 沟 道 . 显然 反 型 层 的 形成 除 
了 依赖 于 机 电压 外 ,还 决定 于 摊 杂 浓度 , 挫 杂 浓度 越 低 ,所 沉 机 电压 越 小 

假定 推 杂 浓 度 一 定时 ,半导体 的 费 米 能 为 Br, 本 征 费 米 能 级 为 E, 当 忆 > 已 
时 为 N 型 导电 , 当 E, <, 时 为 P 型 导电 , 随 着 反 向 顶 压 的 增加 ,能 带 杜 曲 增 大 ， 
当 反 向 桥 压 满足 


间 6.4.8 MOS 结 


eV (EB, ~ Ei)nn (6.4.36) 
时 , 反 型 层 便 可 形成 . 

对 于 了 型 MOS 结 ,情况 类 似 , 当 施加 反 向 栅 压 时 ,形成 表面 空 穴 积累 层 . 当 
施加 正 向 栅 压 时 ,可 形成 表面 空 穴 的 耗 尽 层 . 当 反 向 栅 压 满足 eV, > ( 尼 ， nm 
时 ,将 形成 电子 导电 的 反 型 层 , 即 N 沟 道 . 
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反 型 殿 (N 沟 道 ) 


n 
商 正 向 栅 奈 “ 


四 


图 6.4.9 N 型 MOS 结 和 P 型 MOS 结 在 不 同 栅 压 下 的 能 带 结构 
(a) N 型 MOS 结 (b)P 型 MOS 结 

在 MOS 结 的 基础 上 ,可 以 构造 MOS 而 体 管 . 图 6.4. 10 表示 一 个 N 沟 道 
MOS 晶体 管 . 它 在 P 型 MOS 结 的 两 侧 P 型 Si 表面 增加 
了 两 个 N 型 Si 区域: 源 区 (S) 和 漏 区 (D). 源 和 漏 之 间 3 
Pai 李 极 电压 加 在 金属 层 上 ,P 型 Si 村 底 ho rs hp 

当 栅 极 电 压 上 ,为 零 时 , 源 和 调 之 间 是 两 个 背 对 背 “下 
的 P-N 结 . 因此 无 论 源 和 漏 之 间 的 偏 压 为 正 或 负 ,总 
有 一 个 P ~- N 结 处 于 反 向 偏 置 状态 ,电流 总 是 很 小 , 相 。 图 6.4.10 N 沟 省 
当 于 开 断 状态 . 当 施加 正 向 栅 压 ,并 使 之 形成 反 型 层 MOS 晶体 管 
时 , 源 区 和 漏 区 之 间 将 存在 一 个 以 电子 为 多 数 载 流 子 的 N 沟 道 . 这 样 源 区 和 漏 
区 之 间 不 再 是 两 个 背 对 背 的 P-N 结 , 从 而 可 以 通过 较 大 的 电流 . MOS 晶体 管 处 
于 导 通 状态 . 可 见 , 我 们 能 够 通过 不 同 的 栅 电 压 去 控制 MOS 晶体 管 的 通 、. 断 状 
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态 . MOS 晶体 管 是 当前 构成 数值 逻辑 电路 的 基本 元 件 . 

P 型 MOS 结 在 正 向 栅 电 压 下 ,可 以 在 绝缘 体 和 了 型 半导体 界面 处 形成 非常 
游 的 由 电子 构成 的 反 型 层 , 它 的 一 侧 是 空 穴 的 耗 尽 层 , 另 一 侧 是 禁 带 宽度 很 大 的 
绝缘 层 . 电子 被 禁 钢 在 一 个 很 罕 的 一 维 势 阱 中 ,构成 一 种 准 二 维 电子 气体 系 , 电 
子 气 的 浓度 正比 于 栅 电压 . 


86.5 半导体 载 流 子 的 输 运 问题 


一 、 电 叶 率 


半导体 电导 与 金属 电导 的 不 同 之 处 在 于 :(1) 通常 半导体 中 存在 两 种 载 
流 子 , 因 而 电子 和 空 穴 同时 参与 电导 . (2) 在 低 瓜 杂 情 况 下 ,电子 集中 在 导 带 
底 附 近 , 空 帘 集 中 在 价 带 项 附近 , 载 流 子 浓度 低 是 非 简 并 的 ,近似 地 服从 玻 卫 
效 昌 分 布 . 因此 ,通常 采用 非 简 并 的 双 带 模型 去 讨论 半导体 热流 子 的 输 运 
问题 , 
在 角 变 的 弱 外 电场 情况 下 ,实验 证 明 半导体 的 电导 满足 欧姆 定 符 : 
J=0E (6.5.1) 
假定 v 和 怠 分 唱 表示 电子 和 空 穴 在 外 电场 中 获得 的 平均 漂移 速度 ,在 低 
场 线性 近似 下 它们 满足 : 
v=.E, v =nE (6.5,2) 
比例 系数 4, 称 为 载 流 子 的 迁移 率 . 假定 电子 和 空 穴 的 浓度 分 别 为 4 和, 则 电 
流 密 度 


J = pem -new = (pop + nop )E (6.5.3) 
对 比 式 (6.5.1) 和 式 (6.5.3) ,电导 素 可 写 为 
= nep, + peps (6.5.4) 


根据 定义 ,无 论 对 于 电子 还 是 空 穴 ,yx 都 是 正 的 ,但 大 小 常常 不 同 . 主要 是 因为 
电子 和 空 穴 可 以 具有 不 同 的 弛 殉 时 间 zy 和 不 同 的 有 效 质量 m,， 的 缘故 .7,、 取 
决 于 载 流 子 的 碰撞 机 制 

对 于 导 带 电子 , 弛 裂 时 间 近 似 下 的 玻 耳 兹 操 方程 为 


/-h = TEV (6.5.5) 


式 中 /和 万 为 非 平衡 态 和 平衡 态 下 的 玻 耳 兹 曼 分 布 函 数 ， 
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fo er sd 
在 弱 场 和 各 向 同性 情况 下 ,可 以 得 到 与 式 (5.5.9) 一 样 的 电导 公式 ; 
es A A 5](- jh TIE (6.5.7) 
与 金属 电导 不 同 的 是 ,这 里 人 具有 8 函数 的 性 质 
设 电场 沿 * 轴 方 向 ,已 = 已 式 (6. 5.7) 可 写 为 
20 2{ _ oh 
可 Gr Te WR) (6.5.8) 
在 各 向 同性 假设 下 ,我 们 有 
(6.5.9) 
= 卜 (6.5.10) 


并 且 ,E(k) = 常量 时 的 速度 大 小 和 弛 殉 时 间 与 方向 无 关 , 速度 沿 一 给 定 方向 的 
分 县 的 平方 平均 值 等 于 总 速度 的 了 , 即 


(6.5.11) 


这 样 利用 式 (6. 5.9) ,(6.5. 10) 和 式 (6.5,11), 从 式 (5,5,10) 可 以 得 到 电导 率 ， 
2° DAE 
“= /rE) $6)(- 动人 dE 


-2e fr (E)(E- 书 豚 

= 这 (5)(8 E we) 人- We)ae (6.5.12) 
式 中 ， 

NA(E) = 下 | 全 (6.5.13) 
为 导 带 电子 的 态 密度 . 
引入 平均 弛 列 时 间 ,能够 计算 积分 (5. 5. 12) : 
5 2m) 2 人 让 
a 址 (如 |] 7 (6.5.14) 


用 分 部 积分 法 得 
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了 (人 -CE -EY + (EE.)de} 


o 
(6.5.15) 
上 式 括 弧 中 第 一 项 为 零 ,而 积分 
i() [epas (6.5.16) 
式 中 为 导 带 中 电子 的 密度 . 于 是 
(6.5.17) 
同样 对 于 价 带 空 穴 , 可 以 得 到 
(6.5.18) 
总 的 电导 率 为 
ooto= (6.5.19) 
电子 和 空 穴 的 迁移 率 分 别 为 
k= pn (6.5.20) 


Em 
表 6.5.1 给 出 一 些 半 导体 室温 下 迁移 率 的 实验 值 . 可 见 电子 的 迁移 率 总 是 
大 于 空 究 的 迁移 率 ,并 且 小 能 阶 的 半导体 倾向 于 具有 高 的 电子 迁移 率 , 这 是 因为 


电子 比 空 穴 具 有 较 小 的 有 效 质 基 , 而 且 小 能 隐 导 致 小 的 电子 有 效 质量 . 
表 6.5.1 室温 下 载 流 子 的 迁移 率 单位 :emZA( Vs) 


局 体 电子 空 究 晶体 电 子 
金刚 1800 1200 Gash 4000 . 

s 1300 so0 phs ss0 00 
oe 4s00 | 3500 phse 1020 oa0 

sh no0 | zs0 pbre 1620 150 

hs aa00 | 46 Aucl 50 可 

np 4600 1s0 | ao | io 训 

GrAs 8 800 400 SiC 100 s0 
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二 、 宪 尔 政 应 
根据 两 能 带 模型 ,由 式 (4. 11, 22) 可 以 得 到 在 低 场 下 半导体 的 震 尔 系数 : 


(6.5.21) 


e (nb+p)’ 


一 般 而 言 , 电 子 的 迁移 率 总 是 大 于 空 穴 的 迁移 率 ,b > 1. 


由 式 (6.5.21) 可 见 , 对 于 N 型 半导体 ,n>p, 因 此 具有 负 的 答 尔 系数 ;对 于 P 
型 半导体 p>n, 埠 尔 系数 是 正 值 . 特别 地 ,对 于 了 型 半 导体 , 当 温 度 很 低 时 ,n 一 
0, 因 此 


RmL>0 (6.5.22) 
产 


但 是 随 着 温度 的 升 高 ,由 于 本 征 激发 开始 ,电子 浓度 ”将 增加 , 当 nb: =p 时 ， 
Au =0. 温度 进一步 升 高 到 满足 nb: >p 时 ,R，<0. 因此 了 型 半导体 的 需 尔 系数 
可 以 随 温度 的 升 高 而 变 号 , 但 是 N 型 半导体 却 没有 这 种 性 质 ,因为 对 于 N 型 半 
导体 , 始终 满足 nb? >P,Rw <0， 
在 高 厂 场 下 ,半导体 的 夫 尔 系数 可 简单 地 写 为 
1 


和 


(6.5.23) 

从 上 面 的 讨论 中 可 见 , 埠 尔 系数 与 载 流 子 浓度 成 反比 ,因此 半导体 具有 上 比例 
属 大 得 多 的 需 尔 系数 . 测量 半 导体 的 震 尔 系数 ,可 得 到 载 流 子 的 浓度 n 和 ,并 
且 由 它 的 符号 能 确定 半导体 的 类 型 . 


王 、 量 子 改 尔 放大 


二子 稚 尔 效应 是 1980 年 范 ， 克利 钦 ( Von Klitzing) 在 半导体 MOS 反 型 层 中 
发 现 的 一 个 惊人 现象. 

为 了 讨论 量子 需 尔 效应 ,我 们 先 回顾 一 下 半 经 典 的 规 尔 效应 理论 . 在 自由 电 
子 模型 下 ,应 用 漂移 电流 理论 ,我们 已 经 得 到 在 相互 垂直 的 电场 和 磁场 作用 下 ， 
电导 公式 可 写 为 
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TY fo or). 
( ]-( | ] (6.5.24) 
/lon enhE, 


oo -ooosr 
a =-0, 一 一 一 一 (6.5.25 
Iron ” TY ( ) 


其 中 ， 


Gna 


这 里 ,0 和 0, 分 别 是 电导 率 张 量 的 纵向 分 量 和 横向 分 量 ,0。 是 不 存在 磁场 时 
的 经 典 电导 率 ,w. 是 回旋 频率 


电导 公式 也 可 写 为 
国信 2 
- (6.5.26) 
局/ pr pr 


(6.5.27) 


其 中 ， 


1 
Pu py = po Po = pr 


理论 工作 者 习惯 用 式 (6.5.24) ,而 实验 工作 者 偏爱 式 (6.5. 26), 电导 率 与 电阻 
率 的 关系 为 


0 
,py = 6.5.28 
人 


这 个 式 子 告诉 我 们 ,只 要 cv 亚 0, 如 果 ww =s0 则 p,。=0. 乍 看 起 来 似 平 有 点 奇怪 ， 
但 它 正 是 由 于 破 场 作用 的 原因 ,另外 ,车 r。 =0, 则 ps = - 二- 
横向 电导 率 分 基 也 可 以 写 为 


(6.5.29) 
mov=- (6.5.30) 
横向 霍 尔 电阻 率 
Pr 2 (6.5.31) 
oo ne 
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现在 我 们 来 讨论 量子 答 尔 效应 我 们 知道 Si - MOS 反 型 层 可 以 看 成 一 个 
准 二 维 电 子 气 系统 , 反 型 层 中 的 电子 浓度 ”正比 于 栅 极 电 压 %. 根据 经 典 起 尔 
效应 得 到 的 低温 , 强 场 结果 式 (6. 5. 30) ,很 白 然 地 可 以 预料 , 替 尔 电导 与 栅 压 
之 间 应 该 存在 线性 关系 . 然而 克利 钦 在 低温 1. 5 K 和 强 磁场 18 T 的 实验 惊人 
地 发 现 替 尔 电阻 pn 出 现 了 量子 化 平台 ,平台 区 内 的 纵向 电阻 率 消失 ,如 图 
6. 5. 1 所 示 . 


图 6.4.1 在 Si-MOSFET 上 观察 到 的 季子 规 尔 效应 ， 
稚 尔 电阻 和 纵向 电阻 作为 构 极 电压 的 函数 
量子 堆 尔 效应 产生 的 根本 原因 在 于 二 维 电子 气 系统 在 磁场 中 的 轨道 量子 
化 , 即 在 磁场 下 二 维 电子 气 具有 完全 分 独 的 能 谱 : 


£=(n + 让 ho (6.5.32) 


磁场 并 不 改变 量子 态 的 总 数 , 它 只 是 将 原来 空间 均匀 分 布 的 状态 聚集 在 
一 系列 朗 道 环 上 , 每 个 朗 道 能 级 的 简 并 度 为 


D = BA (6.5.33) 


式 中 4 为 反 型 层 的 面积 , 与 式 (5.3.4) 相 比 仅 相 差 一 个 因子 2, 原 因 在 于 在 强 磁 
场 下 自 旋 简 并 消除 
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在 讨论 量子 圳 尔 效应 的 物理 原因 时 ,还 必须 假定 存在 适当 的 无 序 ( 如 杂质 
和 缺陷 ). 由 于 无 序 的 影响 ,每 个 明锐 的 朗 道 能 级 将 展 宽 为 宽度 i/r 的 窄带 . 由 于 
w,T 交 1 这 些 子 带 交合 其 少 . 处 于 子 带 中 心 区 域 的 电子 态 是 扩展 的 ,而 在 两 边 带 
尾 处 是 局 域 态 ,如 图 6. 5.2 所 示 - 


"| 


ME) 


风 6.5.2 
(9) 部 道 能 级 《b) 由 于 适当 的 光 序 愉 到 的 朗 间 子 带 


现在 考虑 电子 在 各 朗 道 子 带 中 的 填充 情况 . 由 于 电子 的 浓度 正比 于 内 ,如 
图 在 某 一 下, 费 米 能 级 位 于 第 和 第 n+1 两 个 朗 道子 带 之 间 , 费 米 能 Br 以 
下 的 n 个子 带 全 部 填 满 , 则 有 
nA=nD (6.5.34) 
由 此 得 到 电子 浓度 ， 


站 (6.5.35) 


式 中 中 = he 是 做 通 量子 , 此 时 费 米 能 附近 的 电子 几乎 全 为 局 域 电子 rw = 0， 
. 而 震 尔 电导 


= 1.2.3， (6.5.36) 


随 着 机 压 V, 的 增 大 ,电子 浓度 将 增 大 . E; 将 从 一 个 朗 道 子 带 向 下 一 个 朗 道 子 带 
过 渡 . 首先 填充 的 是 带 尾 的 局 域 态 . 在 远 未 趋 于 下 一 子 带 之 前 ,扩展 态 的 填充 情 
况 不 变 . 仍 有 po。 =0,0,, =0,0w 保持 不 变 , 一 直到 完全 越过 下 一 子 带 时 ,ou 增加 
人 

可 见 ,ow 是 量子 化 的 ,等 于 e 人 的 整数 倍 , 称 为 整数 量子 堆 尔 效应 
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量子 雷 尔 效应 具有 重要 的 物理 意义 . 实验 上 通过 测量 霍 尔 电导 率 ( 或 电阻 
率 ) 的 平台 ,目前 已 经 将 电阻 率 目前 的 测量 精度 提高 到 10… 以 上 的 数量 级 . 因此 
它 提供 了 一 个 绝对 电阻 的 标准 h/e = 25 812. 806 0. 从 1990 年 起 它 已 作为 国际 
电阻 标准 . 另外 可 以 用 来 确定 精细 结构 常数 : 


四 1 
cz ™ 137.036 
去 独立 地 检验 量子 电动 力学 理论 的 正确 性 . 其 中 光速 * 和 真空 介 电 常 量 e 早已 
由 其 他 方法 精确 测定 . 因此 ,量子 规 尔 效应 无 论 对 于 基础 研究 还 是 实际 应 用 都 是 
极其 重要 的 . 


从 本 质 上 讲 ,磁性 是 量子 效应 在 量 于 加 建 羡 之 前 ， 人 们 已 经 给 出 了 一 些 国体 磁 
化 率 公式 的 经 典 推导 ,例如 朗 之 万 (MP, Langevin) 在 分 子 环流 的 假设 下 ,得 到 永久 厂 偶 极 子 
在 碰 场 中 取向 排列 而 引起 的 顺 磁 性 表达 式 ， 但 是 这 些 推导 都 不 是 完全 自 洽 的 ,永久 磁 起 的 存 
在 本 身 是 一 个 超出 经 典 物理 范畴 的 假定 , 另 一 方面 ,一 个 处 于 热平衡 的 严格 经 典 系统 ,即使 在 
外 磁场 中 也 不 会 显示 磁 既 , 在 热平衡 状态 下 ,粒子 的 过 度 分 布 仅 取决 于 玻 耳 政 晶 困 于 
exp( - EVin7) ,下 作为 粒子 位 置 和 志 度 的 函数 ,其 形式 与 没有 磁场 时 完全 相同 ,因为 洛 伦 放 力 
-ex 且 与 昌 兰 直 , 并 不 做 动 ,这样 在 拖 加 磁场 前 和 后 都 不 可 能 有 净 环流 和 磁 翅 , 虽然 在 半 加 
磁场 的 餐 间 ,感应 出 与 角 动 量 和 磁 短 相关 联 的 环流 , 但 是 从 经 典 角 度 来 说 , 随 着 热 平 入 的 重新 
建立 ,碰撞 着 使 这 些 电流 完全 消失 ， 
按照 量子 力学 ,磁性 图 体 是 由 具有 碰 性 的 原 于 (或 离子 ) 构成 的 , 国体 中 原子 的 磁 怒 来 源 
有 三 个 方面 ,一 是 电子 所 国有 的 自 该 磁 拭 ;二 是 电子 统 核 说 畦 的 加 道 科 类 ;三 是 外 加 克 场 感 生 
的 机 道 起 的 改变 ,前 两 个 效应 是 顺 磁 性 的 来 源 ,第 三 个 给 出 抗 磁性 的 贡献， 
磁化 强度 寻 定 叉 为 单位 体积 所 具有 的 磁 翅 ,单位 体积 的 磁化 率 定义 为 
poM 
Wr oR 
其 中 日 是 宏观 碰 感 应 强度 ,pu 是 真空 碘 导 率 ， 
考 起 到 磁性 原子 闻 的 相互 作用 以 及 它们 对 外 怒 的 不 同 响 应 ,人 们 现 获 到 不 同 的 硕 性 , 它 


上， 抗 磁 性 
电子 先导 已经 境 满 的 原子 ， 自 旋 磁 炬 和 轨道 禹 炬 均 为 替 ， 只 有 与 外 场 反 向 的 感 生 磁 乱 ， 
因此 


= 


X= 0 


即 磁化 率 为 负 ,， 
2， 顺 磁性 
当 各 原 于 之 间 的 相互 作用 可 以 息 略 不 计时 ,各 原子 的 磁 乱 在 外 场 中 独立 运动 (政变 取 
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向 ), 这 样 磁化 率 与 温度 了 的 关系 满足 居 里 定律 
MN CC 
b 
其 中 C 为 常量 . 
3. 铁 屋 性 
各 原 于 石 手 之 间 的 相互 作用 使 之 趋 于 平行 排列 ,存在 一 个 特征 温度 7。, 称 为 居 里 温度 ， 
当 T<T。 时 ,即使 及 =0, 也 有 则 天 0, 即 有 自发 破 化 


当 了 >Te 时 ,表现 为 顺 磁性 ,磁化 率 满足 居 里 - 外 斯 定律 : 


人 
4 反 棱 磁性 
各 原子 磁 天 之 间 的 相互 作用 使 近邻 碰 虹 反 平行 排列 , 存在 一 个 特征 温度 Tv , 称 春 耳 温度 ， 
当 了 < Tv 时 ,如果 日 =0, 则 =0， 但 子 格子 石化 不 为 0 
当 了 >Th 时 ,表现 为 顺 磁性 , 磁化 竺 满 足 奈 征 定律: 

C 

第 地 T+ 
5 亚 术 磁性 
其 特征 是 ,不 相 竺 的 近 名 各 起 反 平行 排列 ,存在 一 个 特征 温度 Te , 称 为 居 里 温度 , 当 了 < 

Te 时 ,=0,M#0. 当 了 > Te 时 , 它 同 时 具有 摧 磁 和 反 铁 磁 的 特征 ， 

6 复杂 磁性 
还 存在 一 些 复杂 的 磁性 ,例如 螺旋 磁性 和 磁 调 制 相等. 
后 四 类 夏 性 由 于 磁性 原子 间 的 相 下 作用 ,使 之 在 基 志 时 , 磁 类 的 排列 都 是 有 序 的 , 
原 于 村 的 碰 类 将 导致 术 顺 碰 性 ,但 是 村 可 类 只 有 电子 下 姑 的 10”. 通常 外 略 撞 它 的 下 献 


$7.1 原子 磁性 及 外 场 响应 


一 、 扫 道 碘 拓 、 自 接 碘 既 和 原 季 碘 拓 


根据 量子 力学 ,对 于 一 个 单 电子 原子 ,电子 的 轨道 角 动 姑 上 和 自 旋 角 动量 
与 它们 对 应 的 轨道 磁 矩 A， 和 自 旋 磁 和 x, 有 如 下 关系 : 


4 = -aE)! (LL) 


pa 4( -二 六 (7.1.2) 
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其 中 ( - 千 ) 为 普 适 常量 , 称 为 施 磁 比 . 并 且 gi=1,8, =2 称 为 朋 德 因子. 

对 于 一 个 多 电子 的 原子 ,由 于 电子 和 电子 之 间 的 库仑 相互 作用 ,使 得 单个 电 
子 的 轨道 角 动 量 而 合成 总 的 轨道 角 动 量 工 = 壮 4 ,单个 电子 的 自 旋 角 动量 矶 合 
成 总 的 自 旋 角 动量 $ =  %， 同时 自 施 -轨道 而 合 组 成 原子 的 总 角 动量 : 

J= Th+ B=L+s (7.1.3) 
这 样 的 而 合 方式 称 为 上 - $ 看 合 , 实际 上 采用 这 种 耦合 方式 是 假定 了 电子 的 库仑 
互 作用 大 于 自 施 -轨道 之 间 的 相互 作用 . 否则 ,必须 各 个 电子 的 自 旋 和 轨道 先 灿 
合成 总 的 角 动 量 几 , 然 后 由 各 电子 的 总 角 动 量 再 灶 合 成 原子 的 总 角 动 量 /= 
器, 称 为 -J/ 烛 合 ,对 于 大 多 数 原子 序数 小 于 80 的 原子 都 可 以 近似 采用 
了 -$ 类 合 . 在 4-5 类 全 情况 下 ,多 电子 原子 的 本 征 态 可 用 | /,M,,L,5) 标 志 . 
在 4-5 如 合 下 ,由 式 (7.1.3) 原 子 磁 短 为 


于 


=(- 去 /+ (- 去 )s (7.1.4) 
出 m 
原子 的 磁 矩 和 角 动 基 之 问 的 关系 仍 可 以 写 为 

w= (7.1.5) 


利用 矢量 模型 ,可 以 求 出 原子 的 朗 德 因子 


其 中 应 用 了 3，7T= 二 (+ 中 -局 ) 再 利用 
PNT, LLL+ RP, $= S(S+)Ah (7.1.7) 
得 到 朗 德 因子 g, 与 量子 数 JS 的 关系 ; 


i (7.1.8) 


特别 地 ,车 5=0, 则 J = 上 ,原子 的 磁 算 完全 由 电子 的 轨道 磁 矩 所 贡献 ,此 时 5) = 
上 相反 , 若 上 = 0, 则 了 = S$, 原 子 的 磁 矩 完全 由 电子 自 旋 提供 , 则 5&, =2. 由 式 
(7.1.5) 和 式 (7.1.8) 可 以 得 到 原子 磁 矩 的 大 小 : 
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lw se 人 (中 VC 
=VvVJU+Tegw = Pun (7.1.9) 
其 中 心 = 自称 为 到 尔 厂子 , 它 呈 原子 磁 年 的 天 然 单位 ,正好 等 于 原子 轨道 角 动 
基 为 一 个 量子 单位 及 时 的 磁 知 . P= VTCJ+TJ&, 称 为 有 效 玻 尔 磁 子 数 . 
二 、 洪 德 定 则 


1 基态 量 于 数 5.L、/ 的 洪 德 定 则 

对 于 满 光 层 的 原子 (或 高 子 ) ,由 于 各 种 取向 的 上 .8 均 被 占据 ,所 以 上 =5 = 
0,J =0, 无 磁 矩 , 它 是 非 磁性 的 原子 . 问题 是 对 于 不 满 光 层 , 基 态 量子 数 LS 如 何 
确定 ,进而 / 到 多 少 , 以 34 壳 层 为 例 , 它 是 10 重 简 旭 态 ,其 中 5 个 自 族 向 上 十 ， 
= 去 ,5 个 自 旋 向 下 1 nm, = -十 , 若 3d 壳 层 不 满 10 个 电子 时 ,3 = ? 不 考虑 
自 旋 还 有 5 重 简 并 m=0, #1, +2, 那 么 

洪 德 根据 原子 光谱 实验 结果 ,提出 了 
一 般 定 则 ,它们 是 : 

《0) 在 不 违背 泡 利 原 理 的 前 提 下 , 自 放量 子 数 的 和 $ = 对 m。 取 最 大 值 ; 


(2) 在 满足 上 一 条 法 则 的 情况 下 ,轨道 量子 数 的 和 /上 = 对 mk 取 最 大 值 ; 


《3) 对 于 填充 不 达 半 满 的 壳 层 ,J = | 4-5| ,而 填充 超过 半 满 时 J= | 上 +5 | 。 
根据 洪 德 定 则 ,可 以 直接 计算 出 原子 基态 的 磁 矩 , 以 Ce "为 例 ,3d 壳 层 中 只 
有 三 个 电子 ,不 达 半 满 ,根据 洪 德 定 则 容易 得 到 ,基态 时 ， 


耘 合 下 原子 基态 量子 数 /LS、/ 的 


L=2+1+0=3 
J=1L-sl= 字 
按照 光谱 学 的 习惯 ,Cr ' 的 基态 记 为 "Fa, 这 里 大 写字 母 表示 轨道 量子 数 ,对 于 


人 =0,1,2,3，， 写 为 S,P,D,F,… ,下角 为 量子 数 7, 左 上 角 表示 由 自 旋 引 起 
的 多 重 态 数 25 + 1, 这 样 对 于 Ce 有 
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lp =0.77un 
2， 洪 德 定 则 的 理论 解释 
让 我 们 先 回顾 一 下 最 简单 的 单 电子 原子 理论 , 单 粒子 势 下 的 醉 定 词 方程 和 
体系 的 哈密 顿 量 可 以 写 为 


(7.1.10) 


其 中 第 一 项 为 电子 的 动能 项 ,第 二 项 为 核 势 场 ,满足 方程 (7. 1. 10) 的 波 丽 数 ,可 
以 用 一 组 量子 数 (n,1,m,,s,m,) 来 区 分 . 这 样 在 单 电 子 近似 下 ,得 到 同一 人 ,不 同 
mi 简 并 ,同一 s\ 不 同 m, 简 并 的 类 氧 原子 规则 , 这 时 原子 的 电子 态 是 (20+ 1)(24 + 
1) 多 重 简 并 的 , 

严格 地 , 计 人 电子 之 间 的 库仑 相互 作用 ， 次 的 站 四 里 


=z[- 在 Mb: 1 


= TH+ DH, (7.1.11) 
其 中 ,为 库仑 相互 作用 ,代表 多 体 效应 , 这 时 ,对 于 每 个 电子 来 说 ,不 存在 旋转 
不 变性 ,! 不 再 是 好 最 子 数 , 但 是 所 有 电子 共同 旋转 时 r 是 不 变 的 ,因而 总 的 角 
动 乔 上 = 总 4 守恒 ,总 的 自 放 3 = 吕 5, 守 但 ,和 5 是 好 量子 数 ,通常 用 


1 04 ,SMW)》 表示 原子 的 电子 态 , 若 以 册 为 微 扰 , 可 以 证 明 不 同 的 m, .mi 简 并 
消除 ,而且 1, 越 大 能 最 越 低 ,因此 在 不 违背 泡 利 原理 的 条 件 下 , 取 5 必 最 大 
值 . 与 零 级 近似 的 结果 相 比 较 , 原子 的 电子 态 的 简 并 度 被 部 分 解除 ,具有 (2 + 
1)(2S + 1) 重 简 并 

进一步 计 人 自 族 -轨道 相互 作用 ,由 于 这 种 相互 作用 与 自 旋 角 动量 与 轨道 
角 动 量 的 夹 角 有 关 , 只 有 它们 共同 旋转 时 ,哈密 顿 量 不 变 . 这 样 ,需要 引信 总 的 角 
动量 J = 了 + S. 7 是 好 其 子 数 .7 的 取 值 为 |L+S1 ,|L+S-1|，…，|L-S|. 这 
样 ,原来 的 (2L+1)(25 +1) 重 简 并 ,进一步 分 裂 , 转 化 为 具有 (2J + 1) 重 简 并 的 
子 能 级 , 微 扰 结 果 表 明 ,在 满足 洪 德 第 三 定 则 时 ,能 量 最 低 . 


王 、 原 呈 的 外 磺 场 响应 


为 了 简单 起 见 , 不 考虑 自 旋 , 在 磁场 妃 中 ,体系 的 哈密 顿 量 可 写 为 
月 = EP ACY + Vln) (7.1.12) 


式 中 Km ma，…) 表 示 原 子 内 部 的 势 函数 , 它 包括 核 (或 离 了 实 ) 势 场 和 电子 - 
电子 之 间 的 相互 作用 势 ,4 为 磁场 的 矢量 势 ， 
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B=VxA Cg 
假定 如 沿 # 方 向 ,B=(0,0,B.) ,这 样 


(~ By, Bx,0) (7.1.14) 


于 是 ,哈密 顿 量 式 (7. 1. 12) 可 写 为 
4 = 了 [- 友 w+ EE 


日 a 2 
二 2 


eB eB 2 
tt Bm (+) (7.1.15) 


式 中 Hh,= 工 - 艺 ?+V 表 示 无 外 场 下 的 零 级 哈密 顿 量 , 在 得 到 上 式 时 采用 了 


库仑 规范 Y， 4(r) = 0. 由 于 不 考虑 自 施 , 零 级 本 征 态 由 LM, 两 个 量子 数 来 表 
示 , 基 态 记 为 14,M,). 把 式 (7.1. 15) 中 含有 8, 的 各 项 作为 微 扰 ,得 到 基态 的 一 
级 微 扰 能 量 为 


a 
i A + BLM | DLO 十 人) | LM,) 


(7.1.16) 
它 与 磁场 有 关 , 反 映 了 它 具有 磁 短 . 根据 热力 学 ,在 外 场 下 原子 的 磁 矩 可 由 下 式 
得 到 : 


A A (7.1.17) 


由 式 (7.1 16) 的 第 一 项 得 到 


eB, 
AE, = TM = MooB, 
By (7.1.18) 


be = Mp 


可 见 几 ”与 磁场 无 关 , 它 是 原子 固有 的 轨道 磁 算 . 不 同 的 M, 表示 角 动量 空间 量 
子 化 的 不 同 取向 . 在 没有 磁场 时 ,基态 对 M, 是 简 并 的 , 即 不 同 取向 能 量 相同 , 表 
明 角 动 量 ( 因而 轨道 磁 矩 ) 的 取向 是 “自由 的 ". 但 是 在 有 磁场 时 , 简 并 分 净 , 称 为 
塞 最 分 裂 , 由 (7.1. 18) 可 见 , 磁 答 的 方向 与 角 动 量 的 方向 相反 ,所 以 当 磁 矩 取向 
与 磁场 一 致 时 ,系统 的 能 量 最 低 . 为 了 保证 系统 的 能 量 最 低 , 磁 矩 应 尽 可 能 地 趋 
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向 磁场 方向 . 轨道 磁 矩 在 磁场 中 的 取向 作用 ,产生 了 顺 磁 现象 . 
式 (7.1.16) 中 ,第 二 项 能 量 修正 


a ee 
AE, = gm (LM,| ZE 二 天) | LM (7.1.19) 


它 总 是 正 基 , 因 此 总 是 使 系统 的 能 量 增加 . 相应 的 磁 矩 
0 aa 

Cr -高 (| Et) NEM)B, (7.1.20) 

正比 于 8B,, 它 表示 在 外 场 中 原子 的 感 生 磁 矩 , 式 中 负 号 表明 感 生 磁 矩 与 磁场 方 


向 相反 . 抗 磁性 现象 正 是 由 感 生 磁 矩 引起 的 


$7.2 抗 磁 性 


具有 饱和 电子 结构 的 原子 或 离子 构成 的 固体 ,例如 惰性 气体 原子 组 成 的 晶 
体 或 具有 情 性 气体 电子 结构 的 离子 品 体 ,和 擎 电 子 配对 结合 成 的 共 价 键 唱 体 , 没 
有 固有 磁 矩 , 但 是 在 外 磁场 中 感 生 的 轨道 矩 的 改变 是 普遍 的 ,因此 它们 显示 抗 
磁性 . 

由 式 (7. 1. 20) 得 到 每 种 原子 或 离子 在 外 场 中 感 生 的 磁 短 为 


CR DA (7.2.1) 


其 中 j 表示 构成 晶体 的 原子 或 离子 的 种 类 ,i 表示 第 j 种 原子 或 离子 中 的 电子 数 . 
对 于 球 对 称 的 满 亮 层 结构 有 


二 埠 六 埠 半 二 于 办 (7.2.2) 
可 以 得 到 原子 或 离子 的 磁 失 和 磁化 率 分 别 为 
a ， 
本 人 
Cit DR A (7.2.3) 


(7.2.4) 


式 中 2 和 《 丰 ) 分 别 为 第 /种 原子 或 离子 的 电子 数 和 平均 平方 半径 . 可 见 抗 磁 磁 
化 率 水 远 是 负 值 , 它 随 原子 或 离子 内 的 电子 数 Z 的 增加 而 增 大 ,基本 与 温度 
无 关 . 
晶体 中 每 种 原子 或 离子 具有 基本 确定 的 磁化 率 ,因此 品 体 的 磁化 率 可 以 写 
为 每 种 原子 或 离子 磁化 率 之 和 : 
X= Dn (7.2.5) 


式 中 心 表示 单位 体积 中 第 /种 原子 或 离子 的 数目 . 实际 上 常用 摩尔 磁化 率 : 
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Xu = ND (7.2.6) 
式 中 N, 是 阿 伏 人 德 罗 常量 ,并 对 分 子 中 的 离子 或 原子 求 和 . 
典型 的 情 性 气体 摩尔 抗 磁 磁 化 率 的 实验 和 理论 值 列 在 表 7.2. 1 中 ,可 见 抗 
磁 磁 化 率 随 电子 数 Z 的 增加 而 增 大 ,并 很 好 地 符合 球 对 称 的 原子 模型 
表 7.2.1 一 些 情 性 气体 的 抗 磁 磁化 率 


Xe 10/( om mmol!) 
ks 实验 值 理论 什 
a 
Ne -6.96 748 
A -5.2 -la.8 


表 7.2.2 中 列 出 了 几 种 自由 离子 的 抗 磁 磁化 率 , 碱 金属 商 化 物 的 摩尔 磁化 
率 xv 的 实验 值 与 对 应 的 两 项 之 和 基本 上 一 致 该 表 也 表明 溶液 与 相应 晶体 的 磁 
化 率 接 近 相 等 . 由 此 可 以 得 出 结论 :在 离子 键 唱 体 中 ,离子 的 电子 分 布 也 是 球 对 
称 的 , 但 是 ,对 于 晶体 而 言 ww 要 小 一 些 . 这 是 因为 当 相 邻 离子 之 间 的 距离 缩短 
时 ,电子 云 的 半 各 ( 忆 ?要 比 溶液 或 自由 离子 的 情形 小 . 

表 7.2.2 南 于 、 贼 而 化 物 ,溶液 及 晶体 的 抗 珊 磁化 素 


Xu 10°/(om’ mol™') | cl -24.2 | Be -34.5 | -so0.6 

-25.2 -35.8 | -53.7 | 溶液 
ui -07 

24.3 -347 | -50.0 直 

-30.3 -42.0 -59.9 溶液 
Na -61 

-30.2 | -57.0 盐 

-40.2 -51.9 一 68.2 党 液 
证 -14.6 

-38.7 -49.6 | -65.5 款 


必须 强调 ,从 原理 上 讲 ,任何 物质 都 有 抗 磁性 ,但 对 于 很 多 物质 抗 磁性 常常 
被 其 他 磁性 所 掩盖 


$7.3 顺 磁 性 


内 这 层 没有 被 填 满 的 自由 原子 和 离子 (例如 ,具有 部 分 填充 的 d 这 层 的 过 
渡 金属 元 素 或 具有 部 分 填充 的 f 壳 层 的 稀土 元 未 ) 具 有 永久 磁 矩 . 在 含有 这 些 元 
素 的 离子 盐 中 ,磁性 离子 通常 被 大 的 负离子 (例如 硝酸 盐 或 硫酸 盐 ) 和 许多 结晶 
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水 分 子 完全 隔 开 . 在 这 样 的 情况 下 ,磁性 离子 之 间 的 相互 作用 很 弱 , 可 以 忽略 不 
计 , 在 外 磁场 下 ,各 离子 的 磁 矩 独立 运动 ,表现 为 顺 磁性 . 
一 、 居 里 定神 


在 自由 空间 ,原子 或 离子 的 磁 和 矩 是 
p =-@( 去 )7， Ip) = VHT Tg = Pas Ci 


在 外 磁场 B 中 , 磁 短 的 取向 量子 化 ,原来 简 并 的 (2J + 1) 个 量子 态 产生 寨 显 分 
列 , 分 裂 的 能 级 是 


Us=-p:B= gmB (7.3.2) 
其 中 m, 是 磁 量子 数 , 取 值 为 /, 1 - 1,…,，- 人 在 温度 了 时 ,一 个 原子 或 离子 沿 B 
方向 磁 矩 分 量 的 统计 平均 值 为 
, 
= Epame mm 了 ee (7.3.3) 
令 
* = guB/kaT (7.3.4) 
可 以 得 到 
we 
seems -oY p> 
-wm [mse] (7.3.5) 
令 
= en ainh| +1) /RD 
Zu > = sinh( 字 )/ inh (2) (7.3.6) 
则 
PP Em 2 = BinBi(z) (7.3.7) 
其 中 ， 
sinh 一 一 区 
Bi(x) = 了 in 2 
nh 
"i 
= oo (7.3.8) 


称 为 布 里 渊 函 数 , 如 果 系 统 中 的 磁性 离子 之 间 没有 相互 作用 ,那么 在 温度 了 下 
磁场 B 引起 的 摩尔 磁化 强度 为 
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M = NJgmaB,(x) (7.3.9) 
其 中 NA 为 阿 伏 个 德 罗 常 量 . 
下 面 讨论 在 弱 场 和 强 场 两 种 极限 下 的 响应 . 
1 在 高 温 、 弱 场 中 ,x <<1. 利用 


core D = 二 (1+ 王 (7.3.10) 
(7.3.8) 将 B,(*) 展 开 且 保留 最 低 项 ,有 
Btxw< 0 地: 冯 (7.3.11) 
得 到 摩尔 磁化 强度 
NC + DD) (gn) 
Wa (7.3.12) 
和 摩尔 磁化 率 
Li HNICT + I) gp) UN (7.3.13) 


8 3h7 3h 7 
磁化 率 与 1/7 的 关系 称 为 居 里 定律 , 满足 式 (7. 3, 13 ) 的 物质 称 为 理想 顺 磁 性 物 
质 , 磁化 率 的 倒数 对 温度 的 曲线 是 通过 原点 的 直线 ,如 图 7. 3, 1 所 示 , 由 直线 的 
斜率 可 求 得 有 效 磁 矩 和 玻 尔 磁 子 数 ,4 = Pk. 居 里 定律 成 立 的 条 件 为 x <e 1, 因 
此 ,除了 磁感应 强度 与 温度 因素 外 ,还 取决 于 原子 的 总 角 动 量 , 例如 J/=1,g, =1 
40 


wa 


Ey 500 300 
温度 /K 


图 1.3.1 Gd(CsHsS0,)，*9H,0 的 


二 -7 申 线 ,直线 是 导 里 定律 
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时 , 取 一 个 典型 的 磁感应 强度 ,1 V， s/m*( =10' Gs) , 则 7 了 >1 K 的 情况 ,物质 遵 
守 居 里 定律 . / 值 大 时 ,温度 下 限 相应 地 提高 . 但 一 般 说 来 ,在 通常 磁场 内 ,直到 
很 低 的 湿度 居 里 定律 仍 成 立 . 
2 在 低温 , 强 场 下 ,x 交 1, 有 
Bi(z 六 1) =1 (7.3.14) 
于 是 得 到 他 和 磁化 强度 : 
Mum = NJgpn (7.3.15) 
磁场 足够 强 , 温 度 足 够 低 时 , 顺 磁 物 质 中 所 有 水 久 磁 短 都 有 序 排列 起 来 ,并 有 沿 
磁场 方向 的 最 大 分 重 ,J6ws 称 为 原子 的 饱和 绕 矩 , 但 是 ,由 于 空间 量子 化 有 
es < BI #1) ps (7.3.16) 
亦 就 是 原子 的 他 和 磁 矩 总 是 小 于 原子 的 固有 夏 矩 . ] 越 小 这 种 差别 越 大 . 这 是 遇 
子 效应 ,表示 原子 磁 矩 永远 不 能 完全 沿 磁场 方向 取向 . 只 有 当 J 一 % 时 ,原子 的 
饱和 磁 矩 kww = gyJps 才 赵 于 它 的 固有 磁 答 p= 6jfJ(J+ 1) ] iv 向 极 高 的 量 
子 数 过 渡 ,意味 着 从 量子 力学 向 经 典 力学 过 渡 , 因为 伴随 着 /一 mm“ ,为 了 使 有 效 
磁 矩 仍 是 一 个 有 限 值 km, 玻 尔 磁 子 wu ,也 就 是 普 朗 克 常 量 上 必须 趋 于 零 , 同时 
磁 矩 在 磁场 下 的 取向 数 (2J + 1) 变 得 无 穷 大 ,而 连续 取向 ， 
由 武 (7. 3.9) 和 起 (7.3.15) 可 知 , 布 里 渊 函数 是 磁化 强度 与 侈 和 磁化 强度 
之 比 : 


2 
Mn 
根据 上 面 两 种 极限 情形 的 讨论 ,可 以 而 出 整个 布 电 洲 函 数 的 曲线 ,如 图 7. 3.2 所 
示 , 曲线 的 直线 部 分 是 满足 居 里 定律 的 范围 . 直线 的 斜率 明显 依赖 于 / 的 取 值 


B(x) = (7.3.17) 


0 0OD TT 2 


图 7,3.2 布 里 测 函 数 曲 线 
当 7= 且 ne<h 0 时 ,有 里 计 函数 过 入 到 记 之 万 陋 数 
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对 于 /= 二 的 系统 ， 


B(x < 1) = tanh(x < 1) =x (7.3.18) 
直线 斜率 最 大 ,为 1. 随 着 / 的 增 大 斜率 逐渐 减 小 . 当 /一 w 时 , 布 里 湖 丙 数 直 接 
由 经典 的 角 之 万 函数 所 取代 : 


有 CD = L(x) = cothx— (7.3.19) 
在 低 场 ,高 温 下 * <1, 得 到 
L(x) 2 二 (7.3.20) 
直线 的 全 率 最 大 ,为 村。 


图 7.3.3 画 出 了 磁化 强度 ( 磁 撼 
7 


0 1.30K 
a 200k | 一 一 一 
x 3.00K 
0 421K 
— Brillouin funotions 


碰 矩 (每 个 离子 的 玻 尔 磁 子 数 ) 


图 7.3.3 对 于 球形 样品 , 磁 给 对 于 有 的 曲线 
二 、 理 论 的 局 限 性 


以 上 关于 顺 磁性 的 讨论 基于 下 面 几 点 基本 假定 : (1) 顺 磁 原子 或 离子 具有 
(27+1) 重 简 并 的 基态 , 略 去 了 所 有 高 能 态 (激发 态 ) 的 影响 (2) 顺 磁 原子 或 离 
子 处 于 稀释 状态 除了 磁场 之 外 ,不 受 任何 其 他 影响 . (3) 在 外 磁场 下 , 简 并 消 
除 , 对 (24 + 1) 个 分 异 的 能 级 求 统计 平均 , 求 得 每 个 原子 或 离子 的 平均 磁 矩 . 在 
这 些 假设 下 ,可 以 采用 朗 德 公式 (7.1.8) 得 出 g 值 ,再 由 洪 德 定 则 预计 的 基态 能 
级 可 计算 离子 或 原子 的 有 效 玻 尔 磁 子 数 忆 但 是 ,这 样 计算 得 到 的 磁 子 数 和 由 磁 
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化 率 测量 得 到 的 实验 值 ,对 于 大 多 数 铁 族 过 渡 元 素 和 一 些 稀土 元 素 离子 , 如 
Eu 和 Sm”* 有 明显 的 不 符 , 说 明理 论 存 在 局 限 性 . 
1 晶 场 劈 裂 ,轨道 角 动量 狐 灭 和 杨 - 特 勒 (Jahn-Teller) 效应 
表 7.3.1 列 出 了 周期 表 中 铁 族 过 渡 元 素 离子 的 有 效 玻 尔 磁 子 数 的 理论 和 实 
验 值 . 可 见 实验 值 更 接近 P=2 VS0S+1T) ,似乎 轨道 磁 矩 根本 不 存在 . 这 种 情况 
称 为 轨道 锋 灭 . 
表 7.3.1 铁 族 离子 的 有 效 琉 尔 磁 子 数 


离子 电子 组 态 基态 P( 计 算 )= ”PF( 实 验 )= 
4)] 2[s(S+1)]+ 。_P( 实 验 ) 
MN 3 1.55 1.73 8 
Wt: 3d: 1.63 2.83 2.8 
ey 3 Ma, 0.77 3,87 3.8 
3 ‘D。 0 4.90 4.9 
3 5.92 5.92 各 乡 
Fe 3d" I 6.70 4.90 5.4 
Co 3d" Sh 6.63 3.87 4.8 
Ni 3d" Wp 5,59 2,83 3.2 
Ca” 3d Dn $55 1.73 1.9 


铁 族 离 子 轨道 独 灭 的 基本 原因 在 于 : 品 体 中 的 顺 磁 离 子 除 了 受到 磁场 的 作 
用 外 ,实际 上 还 受到 虱 格 中 其 他 离子 所 产生 的 强 各 向 异性 卓 场 的 作用 . 轨道 角 动 
量 不 同 于 自 族 , 它 通常 与 非 球 对 称 的 电子 云 有关, 例如 除了 。 电 子 外 ,pdf 电子 
的 波 丽 数 都 旺 花 手 状 , 在 量子 理论 中 ,对 于 中 心 势 场 总 的 轨道 角 动 最 的 平方 亿 
和 一 个 分 量 六 是 守恒 的 . 但 是 在 非 中 心 势 场 中 ,轨道 平面 会 变动 ,虽然 全 守恒 ， 
记 将 不 青 是 运动 但 量 , 当 记 的 平均 值 为 零 时 ,轨道 角 动 量 就 狐 灭 了 , 轨道 运动 对 
磁 拓 的 贡献 正比 于 的 量子 期 待 值 , 如 果 动 基 短 独 灭 则 轨道 三 逢 也 狐 天 . 

为 了 简单 起 见 ,我 们 考虑 自由 空间 磁性 离子 的 三 重 简 并 的 p 态 . 轨道 量子 数 


为 1=1, 不 同 磁 量 子 数 m, = #1,0 的 三 个 态 能 量 相等 , 三 个 基态 波 函数 为 
Yi =R,. We 2 


= Ri(r) Ein Oe™ (7.3.21) 


=R (7) /一 lls +iy] 
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3 
Wer Rn) EE -7] (0.3.22) 


Wai =R rT) Ee (7.3.23) 


在 磁场 中 简 并 的 能 级 被 分 效 , 分 裂 的 能 量 比例 于 磁场 8, 为 m, pw8. 这 种 磁 
场 依赖 的 分 裂 是 造成 离子 顺 磁性 的 来 源 . 但 是 在 品 体 中 ,由 于 品 场 的 存在 ,电子 
的 本 征 波 函 数 不 再 是 按照 /, 进行 分 类 而 必须 按照 晶体 的 点 群 对 称 性 重新 进行 
分 类 . 这 时 ,我 们 可 以 利用 自由 空间 的 三 个 基态 波 函数 的 线性 全 加 来 构成 晶 场 中 
三 个 未 受 扰动 的 基态 波 函 数 ， 


1 


Wo to ) 

忆 机 从 AR 
(7.3.24) 
(7.3.25) 

3 1 

= RD sii 
=f(r) (7.3.26) 


其 中 (7) R14 元 玉 ' 为 径 向 函数 . 这 些 波 函 数 是 正 交 的 ,并 且 是 归 一 化 的 . 
对 于 每 一 个 波 函数 应 该 满足 ， 
Lip, = 1141) Np, = 2hp,, i = yz (7.3.27) 


其 中 疡 是 轨道 角 动 量 平方 算 符 ， 
假定 晶体 具有 正 交 对 称 性 ,每 个 磁性 离子 周围 有 六 个 非 磁 性 离子 近邻 . 它们 
在 磁性 离子 处 产生 的 最 低级 多 项 式 静 电势 解 可 写 为 


ep = Ax? + By + Cz (7.3.28) 
其 中 4.B8\C 是 三 个 不 相等 的 常数 ,为 了 使 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 vzp =0, 必 须 有 
C= - (4+8). 这 样式 (7.3.28) 变 为 
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ep = Ax* + By -~ (A+B)s (7.3.29) 
十 分 明显 , 它 是 一 个 非 中 心 势 场 , 并 且 具 有 和 晶体 一 致 的 对 称 性 . 
我 们 注意 到 ,对 于 这 种 晶 场 的 扰动 , 微 扰 矩 阵 是 对 角 化 的 . 因为 微 扰 非 对 角 
元 为 零 : 
preplp,) = bpsleplp,) = bp,leplp) =0 (7.3.30) 
例如 ， 
(leelp) = [DLA + By ~ (4 + B)s Jdrdyde 
(7.3.31) 
这 个 积分 是 x* 和 y 的 奇 函 数 ,因此 积分 为 零 . 这 样 , 在 晶 场 下 ,能 级 由 对 角 和 矩阵 元 
给 出 : 
Cp, | ep |p.) = 由 An [3[Axt + By'x* - (A + 有 B)aax2]dxdydz 


=4(1 -0) (7.3.32) 
其 中 ， 
1 = fan | xsdxdydz， = Nan | sx2ydxdydz (7,3.33) 
此 外 ， 
《plep| 记 》 = B(h -1), (pleplp,) =- (4A+B)(N -1) 
(7.3.34) 
可 见 , 在 晶 场 作用 下 ,三 个 本 征 态 是 波 辩 分别 指向 *,y\= 轴 的 P 波 函 数 ,原来 简 


并 的 能 级 被 劈 虱 为 三 个 能 量 不 相等 的 能 级 , 这 种 回 裂 称 为 晶 场 劈 裂 , 通常 蝇 场 如 

恤 的 能 量 远大 于 磁场 导致 的 劈 裂 能 量 wwB, 与 晶 场 相 比 磁场 仅仅 是 小 的 扰动 . 
为 了 直观 地 说 明 冰 场 劈 裂 的 物理 原因 ,图 7.3.4 表示 一 个 轨道 角 动量 1=1 

的 原子 (离子 ) 在 一 个 单 轴 晶 场 下 能 级 的 劈 独 情 况 . 这 个 单 轴 晶 场 是 由 两 个 排放 


加 @ © 
= , 了 
一 一 "2 
本 yx EE 4 下 
@ @ © 


加 外 人 全 


图 7.3,4 在 轴 对 称 员 场 中 电子 能 级 的 辟 允 
(9) p。 电子 云 。(b) ,电子 云 《e) Ah 电子 去 《d 能 级 的 辟 儿 
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在 z 轴 方向 的 正 离子 产生 的 . 在 自由 原子 情况 下 ,m, = +1,0 的 三 个 态 能 量 简 
并 . 但 是 在 晶 场 下 , 当 电子 云 接近 正 离子 时 具有 较 低 的 能 量 , 而 电子 云 指向 正 离 
子 的 中 间 时 能 最 较 高 . 因此 ,p, 电子 的 能 量 低 于 白 由 原子 的 能 量 ,而 p,\p, 电子 
的 能 量 高 于 自由 原子 的 能 量 , 但 它们 是 简 并 的 . 如 果 晶 场 不 是 简单 的 轴 对 称 , 则 
三 个 态 将 具有 不 同 的 能 基 . 

在 非 中 心 对 称 的 晶 场 中 ,虽然 总 动量 仍然 守恒 ,!L = 1, 但 是 角 动 其 分 量 不 再 
是 运动 便 量 ,mk 不 再 是 好 量子 数 , 每 个 能 级 的 轨道 角 动 量 分 量 的 期 待 值 为 零 ， 
因为 

Cp lhlp) = bp,lblp) = 人 | 六 1P)》 =0 (7.3.35) 
这 个 效应 称 为 轨道 独 灭 

对 于 铁 族 过 渡 元 素 离 子 ,给 出 顺 磁性 的 3d 层 是 最 外 面 的 壳 层 , 3d 这 层 感受 
到 近邻 离子 所 产生 的 蝇 烈 各 向 异性 唱 场 的 作用 , 轨道 狂 灭 效应 十 分 明显 . 而 硼 圭 
元 案 离 子 中 给 出 顺 磁性 的 4f 沉 层 位 于 5s 和 5p 壳 层 以 内 ,处 于 离子 内 部 深 处 ， 
蜂 场 的 作用 相对 修得 多 ,轨道 狂 灭 效应 就 相对 弱 得 多 . 

从 上 面 的 讨论 也 可 以 看 到 ,如 果品 体 具 有 立方 对 称 性 , 非 磁性 离子 产生 的 晶 
场 在 相同 的 近似 下 是 一 个 中 心 对 称 的 势 场 ,ep = 4r. 那么 一 个 具有 Pp 电子 (或 空 
究 ) 的 壳 层 的 基态 将 是 三 重 简 并 的 ,没有 劈 裂 , 但 是 ,如 果品 格 发 生 畸 变 , 对 称 性 
降低 ,使 得 唱 场 变 成 非 中 心 对 称 , 能 级 将 产生 劈 弄 , 电子 占据 低能 量 的 能 级 ,磁性 
离子 的 能 量 将 降低 . 如 果 这 种 能 基 降 低 大 于 由 于 蝇 格 畸 变 增加 的 能 量 ，- 个 自发 
的 晶 格 畏 变 将 发 生 , 称 为 杨 - 特 勒 效应 , 

2， 范 弗 莱克 (van Vieck ) 顺 磁性 

表 7.3.2 列 出 了 周期 表 中 三 价 钢 系 元 索 离子 的 有 效 玻 尔 磁 子 数 的 理论 和 实 
验 值 , 可 见 ,对 于 Sm 和 Eu 离子 ,理论 值 和 实验 值 有 明显 的 不 符 , 例如 三 价 的 
销 离子 Eu ,基态 为 "Fo, 量 子 数 /=0, 从 而 玻 尔 磁 子 数 忆 =0, 但 是 实验 测定 已 = 
3.4. 理论 和 实验 的 差别 是 由 于 我 们 没有 考虑 激发 态 的 影响 ， 

甫 7.3.2 三 价 钢 系 元 案 商 子 的 有 效 玻 尔 磁 子 数 


离 于 电子 组 态 基态 已 计算 ) =eifJ(1+1)1 2 P( 实 脸 ) 
or 
PP 25 Ty 3.58 3.5 
Nd 4075w74 4 3.62 We 
Pm af Sp a 2.68 一 
Sm 4 Sp EC 0.84 15 


Ew” A458 Fe 0 3.4 


续 表 
离子 电子 组 态 基态  P( 计 算 )=&LJC+ID1T  P( 实 验 ) 
Ga sp ‘8 704 8.0 
Th sp 72 9.5 
Dp Sept ‘Ho 10.63 10.6 
Ho 41958 了 县 10.60 10.4 
EBP， Sp ls 9.59 9.5 
Tg Jr 1.57 入 
Ys ?pa .54 45 


考虑 一 个 没有 磁 矩 的 原子 或 离子 的 基态 |0) , 它 意 味 着 磁 矩 (或 角 动 其 ) 算 
符 的 平均 值 (0 | 10》 

假定 存在 一 个 激发 态 | 5) ,激发 态 与 基态 之 间 的 能 最 差 为 4 = - 局 , 磁 矩 
算 符 的 非 对 角 元 (5 | yx, 10) x*0. 那么 根据 量子 力学 的 微 扰 理论 ,在 弱 磁 场 
(p48 人 1) 情况 下 , 受 扰 后 的 基态 波 函 数 


10') = 10) + slp,10) 1s) 07.3.36) 
激发 态 的 波 函 数 
18) = 18) -全 (lw 1S)10》 (7.3.37) 
这 样 在 磁场 扰动 下 的 基态 具有 磁 矩 ， 
C0' |p.10') 一 281(S1w10) 1274 (7.3.38) 
同样 激发 态 的 磁 矩 为 
《8 Im.15") = -28|(s|p,10) 1’/4 (7.3.39) 
激发 态 与 基态 磁 矩 方向 相反 。 


假定 单位 体积 内 的 离子 ( 原子 ) 数 为 N. 那么 在 温度 了 时 ,基态 和 激发 态 的 
布 居 数 之 差 为 


(7.3.40) 
当 避 7 关 4 时 , 式 (7.3.40) 为 
1 -eeser A/hT 
NT wNv NA/2kT (7.3.41) 
这 样 ,合成 的 磁化 强度 为 
28|(5 0) | 
= ssl IO, na (7.3.42) 


4 2k7 
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磁化 率 为 
X= HaN|(S1A 10) [kT 《7.3.43) 
其 中 为 真空 磁 导 率 . 磁化 率 具 有 居 里 定律 形式 ， 
当 和 TA 时 , 式 (7.3.40) 为 


1 -er 


i (7.3,44) 
也 就 是 磁化 强度 儿 乎 全 由 基态 提供 : 
RC a (7.3.45) 
4 
磁化 率 是 
X= 2 ls 0) (7.3.46) 


4 
度 无 关 . 这 种 类 型 的 贡献 称 为 范 弗 莱克 顺 磁性 . 只 有 当 激 发 能 生 4 很 小 
范 弗 莱克 顺 磁性 才 是 重要 的 , 稀土 离子 sm" 和 Eu'' 激发 态 能 量 十 分 舍 近 基 
态 能 最 ,必须 考虑 激发 态 的 影响 、 


$7.4 载 流 子 的 磁性 


一 、 自 由 电子 的 池 利 顺 磁性 


金属 的 内 层 电子 具有 他 和 电子 结构 ,因此 内 屋 电子 对 磁性 的 贡献 是 抗 磁性 
的 . 但 是 ,金属 中 的 传导 电子 对 磁性 的 贡献 却 主要 是 顺 磁性 的 , 自由 电子 气 的 顺 
磁性 来 源 于 电子 的 自 旋 磁 矩 : 
-pn 
+ hn 
在 无 外 磁场 情况 下 ,m, = +1/2 的 两 种 自 旋 态 能 基 简 并 ,iu = + 的 电子 数 相 
等 ,不 显示 磁性 , 但 是 在 有 外 场 时 , 简 并 消除 , 沿 外 场 方向 ( 磁 矩 向 上 了 ) 的 电子 
能 量 为 -p48, 而 逆 外 场 方 向 ( 磁 短 向 下 | ) 的 电子 能 最 为 un8. 于 是 磁 矩 与 外 场 
平行 的 电子 数 将 多 于 磁 拓 与 外 场 反 平 行 的 电子 数 ,有 沿 外 场 的 净 磁 矩 ,显示 顺 
磁性 . 

按照 经 典 统计 理论 ,人 们 可 能 预料 自由 电子 对 磁化 强度 有 居 里 型 的 顺 磁性 
贡献 . 按照 式 (7. 3. 12) 得 到 ,在 高 温 弱 场 下 ， 

M = NB/kT (7.4.2) 

但 是 ,实验 结果 表明 大 多 数 非 铁 磁 金属 的 磁化 强度 与 温度 无 关 ,而 且 数 量 比 预期 
的 要 小 得 多 . 


人 mgs = { (7.4.1) 
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泡 利 (W. Pauli) 证 明 , 应 用 费 米 - 狄 拉 克 分 布 代替 经 典 的 玻 耳 效 总 分 布 ,可 
以 得 到 正确 的 结果 , 由 于 自由 电子 气 是 高 度 简 并 的 , 费 米 球 内 自 旋 平 行 于 磁场 的 
大 部 分 状态 已 经 占 满 . 金属 中 的 大 部 分 传导 电子 并 不 能 在 外 磁场 中 转向 ,只 有 在 
费 米面 附近 kh7 范围 内 的 电子 才 有 机 会 在 磁场 中 反 向 , 因此 在 总 电子 数 N 中 ， 
只 有 大 约 TVT， 部 分 电子 对 磁化 强度 有 贡献 . 于 是 可 以 由 式 (7.4.2) 估 计 自由 电 
子 的 磁化 强度 
NasBT _ Ns 
kT To hf 
其 中 7 为 费 米 温度 . 这 个 磁化 强度 与 温度 无 关 , 而 且 数 量 级 也 与 实验 值 吻合 由 
此 也 可 以 得 到 顺 磁 磁化 率 ; 


JW = 


(7.4.3) 


区 二 MoNANAiTY (7.4.4) 
由 于 自由 电子 气 的 顺 磁 磁 化 率 几 乎 与 温度 无 关 , 可 以 利用 图 7,4.1 来 计算 7 了 =0 
时 ,自由 电子 气 的 顺 磁 磁 化 率 . 


全 


图 7.4.1 两 种 自 放 态 的 态 密 度 曲线 
(9) 外 磁场 8s0 平衡 时 (hb) 外 磁场 Bw0 平和 时 


图 7. 4. 1 表示 两 种 自 旋 态 的 态 密度 曲线 , 图 中 的 阴影 区 域 中 状态 已 被 占 满 . 

当 B8=0 时 ,Ni(E) = Ni(E) = 二 NCE) ,NCE) 为 总 的 态 泌 度 可 见 两 种 自 族 态 

电子 数 相 等 ,磁化 强度 为 零 . 当 8x0 时 ,假定 自 旋 与 磁场 平行 和 反 平行 的 态 密 
度 曲线 只 是 发 生 了 大 约 为 2pwB 的 刚性 相对 移动 ,因此 有 

NI(E) = TNE + pn8), Ni(E) = TNCE -pa8) (7.4.5) 


对 于 自由 电子 气 ,总 的 态 密度 可 写 为 


Ee 
N(E) = i 得 ) E (7.4.6) 


磁场 对 费 米 能 的 影响 极 小 ,因为 bnB= 10 eV, 而 7=0,B=0 时 成 ~15- 
7 eV ,因此 相交 pw8. 这 样 当 7=0,8z*0 平衡 时 的 费 米 能 E, ~ 刀 . 自 旋 与 磁场 
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平行 和 反 平 行 的 电子 数 之 差 ,可 由 下 面 的 计算 得 到 : 


a 站 
mi 四 网 NTCE)/sCE)dE = ON, (EFAE)dE 


-GL 到 fe + poB)tdE -fe -mntae| 
sy 2 $ [8 pt pp 3)] 047) 
~ 3 

=puBN( EY) 


式 中 NN( 友 ) 为 费 米面 上 的 能 态 密 度 . 
磁化 强度 及 =po(nl -n,), 由 此 有 


M = N(EVpB = 3 p28/hT, (7.4.8) 


2 


N, N, 
其 中 用 到 入 ( 避 ) = 冯 癌 = 立交 公 可 见 计算 信 与 前 面 的 计算 值 式 (7.4 3) 公关 
本 
内 子 2 
由 式 (7.4.8) 可 得 到 自由 电子 气 的 顺 磁 磁 化 率 为 
Ys -3 (7.4.9) 


称 为 泡 利 顺 磁 磁 化 率 ， 
过、 自由 电 耻 气 的 关 道 抗 碘 性 


以 上 关于 自由 电子 顺 磁性 的 讨论 中 ,假定 磁场 不 影响 电子 的 空间 运动 . 但 是 
磁场 会 改变 电子 的 波 函 数 , 在 $4.11 中 ,我 们 知道 ,电子 在 磁场 中 沿 朗 道 能 级 


Enk) = (n+ ) hw, + 起 (7.4.10) 
所 确定 的 轨道 回旋 在 垂直 于 磁场 睛 平面 内 运动 的 能 量 为 
0 1 1 
= (nt (7.4.11) 


其 中 应 用 了 w,。 = 时 -此 . 可 见 这 个 能 量 与 磁场 有 关 . 沿 这 个 轨道 回旋 的 电子 


2 
在 磁场 中 感 生 的 磁 矩 
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(7.4.12) 


式 中 的 负 号 表明 它 是 抗 磁性 的 . 总 的 抗 磁性 应 对 所 有 可 能 的 罗 道 磁 矩 求 和 . 总 的 
抗 磁 磁 矩 可 用 系统 的 自由 能 在 磁场 中 的 变化 求 得 : 
1 /an 
AT 了 7( 河 ，， (7.4.13) 
简 并 的 自由 电子 气 的 自由 能 公式 为 
局 E(n,k,) - E; 
P= AA 4 exp 人 一 一 )] (7.4.14) 


式 中 ,是 遇 子 数 等 于 n 和 的 简 并 度 , 求 和 遍及 系统 的 全 部 状态 , 朗 道 能 级 
是 简 并 的 ,每 个 能 级 的 简 并 度 由 式 (4.11.25) 给 出 ,稍为 D,， =- 和 BL -各 om 在 有 


nh 
磁场 时 ,k, 仍然 是 准 连 续 分 布 的 ,对 的 求 和 可 变 为 积分 .对 于 一 个 确定 的 n， 
dk, 范围 内 的 状态 数 为 


a Dm 


L bn 
TR Te = 8dk (7.4.15) 
这 样式 (7. 4. 14) 变 为 
Dm ny | E(n,k) -EE 
= 而 sab Ju [! 人 ]]w， (7.4.16) 


这 个 积分 在 数学 上 有 很 大 的 困难 , 但 是 在 高 温 近 似 下 ( 即 p68 < ka7 下 ) ,可 以 
得 到 简 并 电子 气 的 磁化 强度 ， 


Ps 
WM = v3),, = aM EB (7.4.17) 
而 磁化 率 
0 al 
Xm = ANCE pps Ss 3 A (7.4.18) 


称 为 自由 电子 气 的 朗 道 抗 磁 磁 化 率 . 它 的 大 小 正好 是 泡 利 顺 磁 磁化 率 的 
-1/3, 好 


Xn = Mn (7.4.19) 
由 式 (7.4.9) 和 式 (7.4.18) 可 以 得 到 简 并 的 自由 电子 气 的 总 磁化 率 为 
X = Xu + = Npop/kT (7.4.20) 


金属 的 磁化 率 还 应 考虑 内 层 电子 的 抗 磁性 ,因此 金属 的 顺 磁 磁化 率 总 比 自由 电 
子 气 的 泡 利 顺 磁 磁 化 率 小 . 


三 、 非 莘 并 开 济 号 的 顺 培 性 和 抗 碘 性 
非 简 并 的 载 流 子 , 例 如 低 捧 杂 半导体 中 的 电子 或 空 穴 ,由 于 载 流 子 浓度 很 
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低 , 可 用 经 典 的 玻 耳 效 曼 统计 代替 费 米 统计 去 处 理 问题 . 
非 简 并 载 流 子 的 顺 磁 磁化 强度 可 直接 由 式 (7. 3. 9) , 取 J 二 =2, 得 到 


M = NpoBia(x) = Wotanh 人 人 本 (7.4.21) 


pnB 


在 高 温情 况 下 VsB < 和 aitanh 人 生地) =ksB/bn7 得 到 


M = NpsB/koT (7.4.22) 
顺 磁 磁化 率 
Xm = Nops/kaT (7.4.23) 
满足 居 里 定律 . 
非 简 并 载 流 子 的 朗 道 抗 磁性 也 可 以 由 式 (7.4.13) 从 自由 能 得 到 . 根据 玻 耳 
效 蝇 统计 ,系统 的 自由 能 为 
F =- kTNVInZ (7.4.24) 
其 中 配 分 函数 2 可 写 为 
3 


Eonp[ - 2] (7.4.25) 


将 对 大 的 求 和 化 为 积分 ,有 
2 


考虑 到 朗 道 能 级 的 简 并 性 


2 NB fol- (ns 


= nl (n+) 如 = (7.4.26) 
其 中 4 为 常量 ， 
(7.4.27) 
(7.4.28) 
这 样 得 到 磁化 强度 : 
a 
Vaal,, 
py a 
= TN, 35(n 2) 
Naps | coth {428 和 
Mm eon) (7.4.29) 
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或 者 由 式 (7. 3. 19) 写 为 


~ bnB, 和 
ff = Npad( 7) (7.4.30) 
8 8 
其 中 本 各 为 明之 万 本数 ,在 高 温 低 场 下 ,人 各 引 ~ 二 儿 ,三 化 强度 
NB 
NW (7.4.31) 
在 此 近似 下 , 抗 磁 磁 化 率 为 
Xn = - Napops/3koT (7.4.32) 
与 顺 磁 磁 化 率 相 比 较 , 也 得 到 在 p48 < 了 时 ， 
Xu = Mn (7.4.33) 
此 关系 对 非 简 并 或 简 并 载 流 子 缘 成 立 . 
$7.5 铁 磁 人 性 
一 、 实 验 事 实 


对 于 铁 ( Fe) 、 销 (Co) , 镍 (Ni) 靠 几 种 元 家 以 及 以 它们 为 藉 的 许多 合金 , 磁 
化 强度 测量 得 到 如 下 重要 的 实验 结果 : 当 温度 了 < Te 时 ,即使 外 加 磁场 为 零 , 铁 
磁体 的 磁化 强度 W 也 不 为 零 , 即 存在 自发 磁化 ,7。 称 为 铁 磁 居 里 温度 随 着 温度 
升 高 ,W 下 降 , 当 温度 7= 7e 时 ,W =0, 当 温度 了 > Te 时 ,没有 自发 磁化 ,在 外 大 
场 下 表现 为 顺 磁性 ,磁化 率 满足 居 里 - 外 斯 定律 ， 
X=C/(T-0) (7.5.1) 
式 中 5 为 居 里 常数 ,6 称 为 顺 磁 居 里 温度 .6 略 高 于 Tu ,例如 对 于 Fe、Co、Ni 的 铁 
磁 居 里 温度 Te 分 别 为 1 043 K,1 388 K 和 627 K ,而 顺 磁 居 里 温度 9 分 别 为 
1 093 K,1 428 K 和 650 K, 铁 磁 居 里 温度 是 系统 从 磁 有 序 的 铁 磁 相 向 磁 无 序 的 
顺 磁 相 转变 的 相 变 温度 . 这 个 相 变 是 二 级 相 变 . 


二 、 分 插 场 理论 


为 了 解释 铁 磁体 的 上 述 实验 事实 ,外 斯 唯 象 地 假定 在 磁性 离子 之 间 存在 相 
互 作用 ,并 用 一 个 平均 场 来 描述 这 种 相互 作用 . 这 个 平均 场 称 为 分 子 场 , 它 是 一 
个 比例 于 磁化 强度 的 磁场 
B, = yM (7.5.2) 
其 中 是 一 个 不 依赖 于 温度 的 常量 . 在 平均 场 近似 中 ,每 个 磁性 离子 除了 感受 到 
外 磁场 B 的 作用 外 ,还 感受 到 这 个 分 子 场 的 作用 . 总 的 有 效 场 为 
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B=B+yM (7.5.3) 

假定 单位 体积 内 有 N 个 角 动 量 量 子 数 为 /的 磁性 离子 ,根据 §7.3 中 的 式 
(7.3.9) ,在 温度 7 磁场 有 下 ,磁化 强度 由 下 式 决定 ， 

M(T,B) = Np = N JamaB,(x) (7.5.4) 


= ep + yM) (7.5.5) 


与 前 面 的 顺 夏 理 论 不 同 的 是 ,现在 考虑 到 了 磁性 离子 之 间 的 相互 作用 . 


1 自发 磁化 
先 讨论 在 外 场 8=0 时 的 自发 磁化. 此 时 磁化 强度 由 下 面 两 个 方程 来 确定 
M(T) = NJgnB,(x) = M(O)B, (x) (7.5.6) 
MI(T TD) Ts {7.5,7) 
Yan 


其 中 W(0) 为 他 和 磁化 强度 , 第 一 个 方程 是 关于 * 的 曲线 . 第 二 个 方程 是 关于 x 
的 直线 ,直线 的 斜率 依赖 于 温度 7,7 越 高 斜率 越 大 , M(7) 由 它们 的 交点 确定 
如 图 7.5.1 所 示 ， 

可 见 , 当 温度 趋 于 零 时 ,磁化 强度 趋 于 饱和 磁化 强度 M(0). 随 着 温度 的 逢 
高 磁化 强度 逐渐 减 小 , 当 温 度 7 > 7。 时 ,曲线 与 直线 没有 交点 ,自发 磁化 消失 ， 
MW(7) =0. Te 对 应 于 曲线 与 直线 在 x = 0 处 相 切 的 温度 ,图 7.5.2 画 出 了 自发 
磁化 与 温度 的 关系 


00 02 04 06 08 10 
re 


几 7.5.1 自发 磁化 的 同 解 7, < 7 < 用 7.5.2 自发 融化 与 温度 的 关系 
。 是 锦 的 磁化 强度 与 温度 关系 的 实验 点 ， 


前 线 是 S= 寺 的 平均 场 理论 昌 线 
2， 居 里 温度 
由 曲线 与 直线 在 *=0 处 相 切 ,斜率 相等 的 条 件 ,可 以 确定 Te. 在 7= Te 时 ， 
可 以 采用 布 里 渊 函 数 的 高 温 近 似 , 将 式 (7. 5. 6) 写 成 
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M(T) = M(O)B,(x) ~ M(O) 续 (7.5.8) 
由 斜率 相等 得 到 
伟 oto0 = haTe (7.5.9) 
JE 
解 出 Te 有 
四 
T= rR +1) (gn)? = i (7.5.10) 
可 见 居 里 温度 依赖 于 分 子 场 系 数 y. 
3， 居 里 ~ 外 斯 定律 
现在 讨论 高 温顺 磁性 . 当 7>7。,B#0 时 ,方程 (7. 5.4) 和 (7.5.5) 可 写 为 
M(T,B) = M(O)B,(x) ~ BN + Da (7.5.11) 
_ Vs 
+ (7.5.12) 
将 式 (7.5.12) 代 入 式 (7. a 
M(T,B) = 到 PLC D (gpn) (B+ yM) 
- 共 (ppm) (7.5.13) 
由 此 得 到 
Au 
MT,B) = HB (7.5.14) 
磁化 率 
Nd/3hy 
i 
(7.5.15) 
这 样 得 到 了 居 里 - 外 斯 定律 ,其 中 常数 C = 
LN 
3 
图 7.5.3 给 出 了 高 于 居 里 温度 7。 时, 锦 kk 


9 EE 
的 磁化 率 倒数 1AX 与 温度 的 实验 曲线 . 曲线 350 0 ee 500 
的 斜率 外 推 到 与 温度 坐标 相交 ,得 到 顺 磁 居 
里 温度 0. 它 比 铁 磁 居 里 温度 Te 讽 . 但 是 分 国 7.53 T>Te 时 ， 
子 场 理论 本 身 由 于 没有 考虑 到 磁 涨 落 的 因素 钙 的 厂 化 率 与 温度 的 关系 ， 
不 能 区 分 Te 和 6. 请 足 居 里 - 外 斯 定律 
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三 、 自 发 大 化 的 局 起 电子 模型 


外 斯 提出 的 分 子 场 理论 虽然 成 功 地 说 明了 铁 磁体 的 自发 磁化 现象 . 但 是 在 
晤 子 力学 产生 以 前 ,要 解释 为 什么 磁性 离子 之 间 会 产生 这 样 强 的 相互 作用 ,分 子 
场 理论 却 显得 苍白 无 力 . 

人 们 会 很 自然 地 认为 ,邻近 磁 矩 之 间 的 磁 相 互 作用 也 许 是 分 子 场 的 来 源 . 一 
个 磁性 离子 在 邻近 点 阵 位 置 上 产生 的 磁场 约 等 于 ava' , 即 大 约 为 10 Gs( 高 
斯 ). 但 是 由 式 (7. 5. 10) 我 们 可 以 得 到 分 子 场 系数 : 

3hTe 

NI (a) 
对 于 铁 ,Ter1 000 K,gj=2,J=S=1, 这 样 由 式 (7.5.16) 得 到 y=5 000. 若 取 
则 =1700 Gs=0.17T, 则 内 场 B,=?yM=10'  Gs=10T. 它 比 磁性 离子 产生 的 磁 
场 大 了 4 个 数量 级 , 因此 磁 偶 极 相互 作用 不 可 能 是 如 此 大 的 分 子 场 的 主要 来 源 ， 

1928 年 , 海 森 伯 提出 ,局 域 在 磁性 原子 附近 的 电子 可 以 在 磁性 离子 之 间 产 
生 直 接 的 交换 作用 ,这 样 就 解释 了 分 子 场 的 实质 , 通常 称 为 海 森 伯 模型 或 局 域 电 
子 模型 . 


交换 场 近 似 地 表示 量子 力学 的 交换 作用 . 考虑 天 个 自序 为 地 的 电子 ,其 自 旋 


态 为 5 和 ,它们 之 间 的 相互 作用 能 可 以 写 为 
口 = -21.5 8) 


区 (7.5.16) 


-2 4s + 到 (5 -5)] 


1 
| JJ 有 1 
式 中 ,表示 交换 积分 ，11 和 上 | 分 别 表示 两 个 自 旋 平 行 和 反 平行 的 状态 . 对 
于 两 个 所 原子 结合 成 所 分 子 的 情况 , 几 <0, 因 此 两 个 电子 反 平行 的 单 重 态 能 最 
低 , 它 是 成 键 所 分 子 的 基态 . 也 正 是 共 价 结合 的 来 源 . 

海 森 伯 注 意 到 ,如 果 两 个 磁性 离子 之 间 的 交换 积分 / >0, 则 自 族 平行 
重 态 应 该 是 能 量 较 低 的 状态 . 它 将 导致 铁 磁 体 的 基态 . 将 式 (7. 5.17) 推广 到 每 
个 磁性 离子 自 族 未 配对 的 d 电子 数 大 于 1 的 情况 . 两 个 格 点 上 磁性 离子 的 交换 
作用 可 近似 写 为 


(7.5.17) 


UR 2 Su Sy 


| 本 六 全 
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= -2],S,. Ss (7.5.18) 
式 中 1、2 分 别 表示 第 1 和 第 2 个 离子 ,i 和 /表示 每 个 离子 中 的 电子 . 
Si = B55, = 区 5; 分 别 为 两 格 位 上 离子 的 总 自 旋 , 这 里 假定 : 
1 同一 离子 内 电子 之 间 的 交换 作用 满足 洪 德 砚 合 定 则 
2， 两 个 离子 间 所 有 电子 之 问 具有 相同 的 交换 积分 ]… 
对 于 铁 磁 晶体 ,只 考虑 最 近邻 相互 作用 . 设 配 位 数 为 z, 则 交换 能 可 写 为 


(7.5.19) 


注意 Se 是 所 考虑 离子 的 自 旋 ,S, 是 近邻 原子 的 自 旅 ,es = eu 


al - 训 )S- 式 (7 5.19) 正 好 表示 具有 A。 的 离子 在 近邻 离子 处 产生 的 内 场 中 
所 对 应 的 取向 能 , 这 样 交换 能 相当 于 一 个 内 场 


上 ， 
2 a (7.5.20) 


(7.5.21) 


由 式 (7.5.16) 和 式 (7.5.21) 取 /= 
AT = [SCS + 0]1 用 (7.5.22) 


在 式 (7.5.22) 中 ,J, 忆 ~0.1 eV, 它 恰好 与 7 同一 量 级 . 强大 的 分 子 场 来 源 于 
交换 相互 作用 . 交换 作用 实质 上 是 原子 (或 离子 ) 之 间 的 库仑 相互 作用 :出 于 泡 
利 原理 , 自 旋 取 向 的 不 同 决定 了 电子 空间 波 函 数 的 不 同 ,也 就 是 电子 分 布 的 
不 同 ,从 而 影响 了 库仑 相互 作用 . 


四 、 铁 典 体 在 外 场 中 的 左 化 过 程 


在 远 低 于 居 里 温度 之 下 ,从 微观 尺度 上 看 , 铁 磁 体 由 于 自发 磁化 电子 的 磁 矩 
基本 上 整齐 排列 , 但 从 整个 样品 来 看 , 磁 矩 可 以 远 小 主 侈 和 磁 征 . 要 使 样品 饱和 
需要 施加 外 磁场 . 区 别 于 自发 磁化 , 铁 磁 体 在 外 场 下 的 磁化 称 为 技术 磁化 . 铁 磁 
体外 场 磁化 的 基本 特点 是 ,磁化 过 程 是 不 可 逆 的 ,通常 称 为 磁 滞 现 象 

1 外 斯 理论 对 磁 滞 现 象 的 解释 

外 斯 理论 假设 在 铁 磁体 内 部 存在 着 强大 的 分 子 场 ,即使 不 加 外 磁场 ,在 温度 
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和 以 下 ,其 内 部 也 会 产生 自发 磁化 . 只 有 在 绝对 零度 时 ,整个 晶体 内 的 磁 逢 取向 
致 ,从 而 达到 饱和 磁化 MM(0) = NJgypw 如 果皮 Ns =3 x 10*/m’ ,Jgypn ~ 
2 x10 -2 A m7, 则 M(0) ~10' Am=10' Gs =1T, 这 确实 相当 于 铁 的 移 和 嫉 化 
强度 ， 

外 斯 的 简单 理论 虽然 只 涉及 一 个 单 畴 ,但 也 能 定性 地 说 明 磁 游 现象. 在 外 磁 

场 下 ,磁化 强度 应 由 下 面 两 个 方程 来 确定 : 
M(T,B) = M(O0)B,(x) (7.5.23) 
MOT,B) = heT 。 人 
在 零 场 8=0 时 , 式 (7. 5.24) 是 一 条 过 原点 的 直线 . 自发 磁化 强度 由 图 7, 5.4 中 
的 交点 4 确定 . 当 平行 自 发 磁化 强度 方向 施加 磁场 时 ,磁化 强度 相对 于 溜 场 稍 
微 增 大 一 些 , 因 为 在 图 7.5.4 中 交点 4(B=0) 移 动 到 点 8(B//M). 相反 地 , 当 
施加 反 向 磁场 时 ,磁化 强度 将 减 小 , 一 直到 图 7. 5.4 所 示 的 临界 磁场 8, 以 前 , 磁 


(7.5.24) 


图 7.5.4 式 (7.5.23) 与 式 (7 5.24) 的 几 解 


化 强度 并 不 反 转 . 普 然 在 达到 反 向 临界 磁场 以 前 方程 式 (7. 5. 23) 和 式 (7.5.24) 
有 两 个 稳定 解 和 E', 而 且 磁 化 强 讼 平行 于 外 磁场 的 那个 解 E' 常 常 具有 较 低 的 
能 量 ,因此 只 有 假定 这 两 个 稳定 态 之 间 存在 一 个 极 大 的 势 刍 , 使 之 磁化 强度 仍然 
维持 在 原来 的 方向 ,与 施加 场 的 方向 相反 ,产生 磁 灌 现 象 . 当 进 一 步 反 向 增 大 磁 
场 时 ,方程 (7. 5. 23) 和 (7.5.24) 的 唯一 解 必须 到 D 点 . 其 结果 是 ,在 临界 磁场 
8. 处 ,磁化 强度 突然 反 向 . 通常 定义 磁场 强度 f= B./jp。 为 娇 奖 场 . 这 样 沿 着 
正 、 反 方向 扫 场 , 便 形成 图 7. 5.5 所 永 的 磁 滞 回 线 , 磁化 强度 并 不 是 可 道 地 沿 着 
一 条 路 径 在 正 ` 反 向 达到 人 和 . 

但 是 ,外 斯 的 简单 理论 所 预言 的 矫 顽 场 是 完全 错误 的 . 因为 从 图 7. 5.4 可 以 
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MO 上 ;== 


HU 可 


图 7.5.5 根据 外 斯 模型 得 到 磁 漳 回 线 

看 到 ,在 低温 下 ,近似 有 8./y~M(0) , 则 B=poH, = YM(0). 这 正 是 外 斯 分 子 场 
的 大 小 , 也 就 是 必须 假定 上 述 两 个 稳 态 解 之 间 的 势 又 大 约 为 分 子 场 的 大 小 , 它 比 
实际 测量 的 铁 磁 材 料 的 矫 顽 场 大 了 4 或 5 个 数量 级 , 这 绝 不 是 一 个 好 的 结果 . 

2. 磁 各 向 异性 和 磁 畴 

在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 忽略 了 两 个 重要 的 事实 , 首先 晶体 是 各 向 异性 的 , 因 
而 交换 作用 是 各 向 异性 的 , 它 使 自发 磁化 总 是 指向 某 些 特定 的 晶体 学 轴 , 称 为 易 
磁化 方向 , 例如 铁 是 立方 品 体 ,《100) 方 向 是 易 磁化 方向 ; 钴 是 六 角 晶 体 ,室温 
下 ,六 角 轴 是 易 磁化 方向 ,如 图 7. 5.6 所 示 . 沿 易 磁化 方向 磁化 具有 较 低 的 能 态 

lo0] 


1600 3T1 

60 Fy 

fu 1200 
1200| 
§ 

go0| El 中 而 

400 上 -一 - 一 “m0 

Fe co 
0 2300 400 G00 0 2000 4000 6000 $000 
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图 7.5.6 铁 和 销 单 出 的 习 化 欣 线 


当 利用 外 斯 模型 去 说 明 磁 灌 现象 时 ,必须 假定 ,如 果 方 程 (7. 5. 23 ) 和 方程 
《7.5.24) 有 两 个 稳 态 解 ,这 丙 个 解 之 间 存在 着 极 大 的 势 垒 . 可 是 在 外 斯 的 简单 
模型 中 并 没有 易 磁化 方向 ,因而 没有 任何 势 怠 . 磁化 强度 能 够 自由 地 反 转 . 可 以 
预料 ,在 8 =0 时 应 该 有 一 个 没有 碰 滞 的 锐 反 转 . 这 正 是 外 斯 模型 的 毛病 . 事实 
上 由 于 存在 易 磁化 方向 , 当 铁 磁体 在 磁场 下 沿革 易 做 化 方向 磁化 后 ,再 将 磁场 反 
向 ,磁化 强度 必须 通过 某 个 难 磁化 方向 ,才能 使 磁化 强度 反 转 ,由 此 产生 磁化 强 


296 第 七 章 ”固体 磁性 


度 反 转 的 势 怠 . 这 个 势 倒 可 能 远 小 于 分 子 场 的 大 小 . 因此 在 整个 磁化 过 程 中 ,不 
必 等 到 外 场 越过 临界 磁场 B。 后 ,使 两 个 方程 只 有 唯一 解 D 时 , 才 产 生 磁化 强度 
的 反 转 . 这 样 可 以 画 出 图 7. 5.5 中 用 虚线 粗略 示 出 的 大 小 为 10 ~ 100 mT 的 单 畸 
矫 顽 力 

另外 一 个 被 忽视 的 事实 是 ,在 大 块 的 铁 磁 样 品 内 部 ,自发 磁化 常常 被 分 割 成 
若干 称 为 磁 畴 的 区 域 . 在 远 低 于 居 里 温度 之 下 ,每 个 区 域 沿 各 自 的 易 磁化 方向 自 
发 磁化 ,电子 磁 逢 基本 上 整齐 排列 . 但 是 由 于 各 个 区 域 的 磁化 强度 方向 是 混乱 
的 ,因此 在 不 加 外 场 时 ,整个 样品 往往 不 表现 宏观 磁性 . 畴 间 的 过 渡 区 域 称 为 布 
洛 赫 畴 壁 , 它 把 相 邻 沿 不 同方 向 磁化 的 区 域 分 开 . 两 畸 之 间 自 旋 方 向 的 变化 ,并 
不 是 在 穿 过 一 个 原子 面 时 不 连续 的 跳 变 ,而 是 逐渐 变化 的 . 这 样 可 以 降低 畴 壁 的 
能 量 , 对 于 铁 , 过 渡 区 域 的 厚度 大 约 为 300 个 点 阵 常数 . 

在 仅仅 具有 一 个 易 磁化 方向 的 晶体 中 ,可 能 的 磁 畴 像 图 7. 5. 7(b) 所 示 , 在 具 
有 几 个 等 价 易 磁化 方向 的 立方 量 体 中 ,可 形成 如 图 7. 5.7(e) 和 7. 5.7(d) 所 示 的 闭 
合 畴 , 但 是 形成 如 图 7.5.7(d) 那 样 的 畴 往往 在 能 量 上 是 不 利 的 , 原因 是 磁 致 伸缩， 
即 一 个 磁化 晶体 倾向 于 沿 磁化 方向 膨胀 或 收缩 , 这 些 形变 引起 正 的 弹性 应 力 能 量 . 
这 种 弹性 应 力 能 量 由 于 具有 如 图 7. 5. 7(e) 所 示 的 小 闭合 畴 而 减 小 . 


闻 7.5.7 由 于 磁 因 形成 而 使 静 做 能 减少 
分 割 成 磁 畴 的 根本 原因 在 于 自发 磁化 所 产生 的 静 碰 能 . 如 果 铁 位 晶体 被 磁 
化 为 一 个 单 畴 ,如 图 7. 5. 7(a) 所 示 , 由 于 品 体 表面 形成 磁 * 极 ”, 那 么 它 在 晶体 外 
的 吏 习 能 为 faav. 磁 能 密度 为 B*/2p。= poM*(0)/2. 对 总 能 量 有 相当 大 的 
贡献 . 如 果品 体 分 成 两 个 反 向 畴 , 静 磁 能 约 减 小 一 半 , 分 成 如 图 7. 5.7(b) 所 示 的 


六 个 畴 ,由 于 磁场 空间 尺度 减 小 , 静 磁 能 约 减 小 到 单 暑 的 1XN. 特别 地 ,如 果 形 成 
图 7.5.7(e) 所 示 的 闭合 时 ,垂直 于 暑 壁 的 磁化 强度 分 量 连 续 , 磁 通 回路 在 晶体 
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内 闭合 . 因此 与 这 种 磁化 强度 相 联系 的 磁场 为 零 , 晶体 外 的 静 磁 能 几乎 为 零 , 磁 
贱 的 大 小 取决 于 布 洛 赫 畴 壁 能 ,弹性 应 力 能 , 和 静 磁 能 之 间 的 均衡 ,以 调节 到 使 
总 能 量 极 小 . 

在 外 加 磁场 中 的 磁化 过 程 ,是 通过 两 种 互 不 相关 的 过 程 实现 的 :(1) 在 弱 外 
场 中 ,相对 于 磁场 有 利 取向 的 畴 体积 增 大 ,吞并 取向 不 利 的 畴 . 相当 于 上 壁 的 移 
动 ,而 可 逆 地 发 生 磁 化 . (2) 在 较 强 的 磁场 中 ,不 利 取向 畴 中 的 磁化 强度 转向 ,而 
发 生 磁 化 的 不 可 逆 变 化 . 

在 大 块 样 癌 中 , 磁 畴 边界 移动 的 机 制 使 磺 化 强度 反 转 的 势 刍 进一步 降低 , 因 
此 可 以 得 到 几 个 kT 的 矫 顽 力 . 


$7.6 铁 磁 自 旋 波 


一 、 和 平均 场 近 化 的 困难 


外 斯 的 平均 场 近似 理论 ,很 好 地 解释 了 铁 磁体 在 7< 7e 时 的 自发 磁化 现 
象 ,也 得 到 了 了 > 7e 时 的 居 里 - 外 斯 定律 , 但 是 平均 场 近似 在 解释 低温 磁化 和 
临界 点 (Te ) 现象 时 确 过 到 困难 ， 


1 低温 磁化 
考虑 N 个 1=S= 二 的 系统 , 按照 外 斯 的 平均 场 模型 ,在 外 场 B=0 时 方程 
(7.5.6) 和 方程 (7.5.7) 变 为 
M(T) = NunBia(xs) = M(O)tanh x (7.6.1) 
Js eh, 
二 hr YM(T) = AM (7.6.2) 
在 低温 下 ,* 六 1 ,由 式 (7.6. 1) 可 得 到 
M(T) 
M(O) (7.6.3) 


定义 磁化 强度 的 偏离 AH = MW(0) -W(7) ,W(0) 为 饱和 磁化 强度 . 那么 平均 场 
近似 应 给 出 


AM -MO) = M(T) on ye monedar 人潮 
MO" Mo ~2° 2e @” (764) 


其 中 名 2ywM(0) Vhs. 式 (7.6.4) 表 明 随 着 温度 7-*0 ,自发 磁化 强度 将 按 指 
数 规律 趋 于 侈 和 
但 是 ,实验 结果 表明 : 


Tn wR (7.6.5) 
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即 满足 布 洛 赫 于 定律 ,而 不 是 指数 律 ,原因 是 平均 场 近似 忽略 了 下 面 我 们 将 要 


讨论 的 多 体 低能 激发 . 
2. 临界 点 Te 附近 的 行为 


居 里 温度 Te 是 有 序 的 铁 磁 相 向 无 序 的 顺 磁 相 转变 的 温度 , 称 为 临界 点 . 仍 
然 考虑 S = 二 系统 ,外 场 8 =0 的 情形 . 当 温度 由 临界 点 低温 一 侧 趋 于 Te 时 , 取 


tanh xmx- 扫 . 式 (7.6.1) 和 趟 (7.6.2) 变 为 


M(T) = M(O)tanh x ~ M(0) (# 


站 7 
2 Mey) 2 MD Te 


oT = M0) 了 


式 中 ， 
M(0) = Nps 


td i 
Te = BM + Dlg) = 7 
将 式 (7.6.7) 代 入 式 (7.6.6) 得 到 


M(T) MOT) Te _ $n se] 
MO) MO)T 3lM(0) 了 
由 此 得 到 
(天 (至 -省 
于 是 


M(T) < (Te -全 
但 是 实验 结 灯 表明 , 当 温度 从 临界 点 低温 一 侧 趋 于 7 时 ， 
M(T) oe (Te - T)® 


(7.6.6) 


(7.6.7) 


(7.6.8) 
(7.6.9) 


(7.6.10) 


(7.6.11) 


(7.6.12) 


(7.6.13) 


对 于 大 多 数 铁 磁 材 料 , 临 界 指数 B~ 0.33, 而 不 是 平均 场 理论 预言 的 二, 兄 


表 7.6.1 
表 7.6.1 铁 磁体 的 临界 指数 
a 四 TK 
Re T3005 | os00 | I Be 
co 1.21 #0.04 一 1 388 
Ni 1.35 #0.02 0.42 #0.07 627.2 
od Lazo1 一 292.5 
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续 表 
站 TR 
eo | Lom 二 
cnmn L215 #0,02 0.368 £0,005 32.56 
us 0.35 #0.015 16.50 


相反 地 , 当 温 度 从 临界 点 高 温 一 侧 趋 于 Te 时 ,外 斯 理论 得 到 顺 磁 磁 化 率 满 
是 居 里 ~ 外 斯 律 : 


(7.6.14) 
可 是 实验 结果 表明 : 


(7.6.15) 


对 于 大 多 数 铁 磁 材 料 ,临界 指数 a~1.33 而 不 是 1, 见 表 7. 6. 1, 于 是 当 7 交 7 时 
应 该 有 
& 
*"T-6 
式 中 0 稍 大 于 Te ,如 图 7. 5.3 所 示 , 而 平均 场 近似 不 能 区 分 铁 磁 居 里 温度 7 和 
顺 磁 居 里 温度 4 
产生 这 些 行为 的 差别 的 主要 原因 是 外 斯 的 简单 理论 委 掉 了 相对 于 平均 场 的 
涨 落 , 而 在 临界 点 附近 , 涨 落 变 得 十 分 重要 , 它 往往 主宰 了 系统 临界 点 附近 的 


(7.6.16) 


二 、 铁 左 自 委 波 


平均 场 近似 解释 低温 磁化 的 困难 表明 ,在 铁 磁体 中 应 该 存在 
应 有 关 的 低能 集体 激发 态 

1. 一 维 海 森 伯 模型 

在 简单 铁 磁体 的 基态 中 ,全 部 自 旋 平 行 取向 , 考虑 N 个 大 小 为 5 的 自 旋 排 
成 的 一 维 阵列 ,如 图 7.6. 1(a) 所 示 , 最 近邻 自 旋 之 间 借 助 海 森 伯 相互 作用 耦合 : 


有 = -27 Se ES) (1.6.17) 


其 中 7/ 是 交换 积分 ,S, 是 ! 格 位 上 的 自 旋 角 动 量 . 
车 简单 地 将 5, 当 作 经 典 矢量 处 理 , 则 有 5,* 5,,，=S* 甩 . 系统 的 基态 能 量 为 
Us = -2NJS'A (7.6.18) 


与 多 体 效 
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htt 9979 


全 四 人 


图 7.6.1 一 维 简 单 铁 磁 体 阵 列 
(9) 经典 的 铁 帮 莫 态 《b) 一 种 可 能 的 单 自 旗 激 发 太 《e) 低能 集体 油 发 态 

若 不 考虑 多 体 效应 ,第 一 激发 态 相 当 于 有 一 个 自 旋 反 向 ,如 图 7.6.1(b) 所 

示 , 那 么 这 种 状态 的 能 量 为 
U, = U, + 8JS:A (7.6.19) 
第 一 激发 态 与 基态 相 比 ,系统 的 能 量 增加 8J5* 如 , 这 是 一 个 相对 大 的 能 量 . 

如 果 考 虑 到 自 旋 间 的 相互 作用 导致 的 多 体 效应 ,在 温度 了 时 ,每 个 自 旋 只 
少许 偏离 基态 取向 , 由 于 点 阵 的 周期 性 ,将 形成 一 个 沿 阵列 传播 的 自 旋 进 动 的 
波 , 它 是 系统 的 一 种 集体 激发 ,如 图 7 6, 1(e) 所 示 , 可 以 预料 ,这样 让 所 有 自 旋 
分 捧 系 统 总 自 旋 单 个 量子 的 变化 ,将 构成 一 个 能 量 低 得 多 的 激发 态 ， 

自 旋 波 是 点 阵 中 自 旋 相 对 取向 的 振动 . 自 旋 矢 量 在 圆锥 面 上 进 动 , 每 个 自 旋 
的 相位 比 前 一 个 自 旅 超前 一 个 相同 的 角度 ,如 图 7.6.2 所 示 . 称 为 自 旋 波 , 自 旋 
波 的 能 重 是 基 子 化 的 ,其 能 地 单 元 称 为 自 旋 波 量子 ， 


了 9 了 79899TT933 


Gee0oceecooDOCe 


四 


几 7.6. 2 一 维 自 施 降 列 的 自 放 波 
《9 租 视 图 , 基 矢 自 放 取 :方向 ,* -平面 为 进 动 曾 
(b) 铺 杭 图, 间 中 绘 出 一 个 波长 , 自 多 矢量 的 端点 连 线 描绘 为 被 线 
2， 自 旋 波 的 色散 关系 
按照 生子 力学 ,力学 量 随时 间 的 变化 由 相应 的 对 易 式 决定 . 因此 , 自 施 
SS 51) 的 进 动 方程 可 以 写 为 
学 = Sl I [SS “(Si + So) (7.6.20) 
注意 到 自 旋 分 量 之 间 有 如 下 对 易 关系 : 
TS 5] = ihSi6n 
[57,8;] = ihS:8y, 
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[Si,S5] = ihS;8, (7.6.21) 
可 将 方程 (7. 6.20) 写 成 分 量 形式 : 


/DIS Ssh + Sa)] + [Si,Se (Se + S75)1! 


=2J{S7(S;, + $7,1) -SS + 51,1)] (7.6.22) 
同 理 有 
dsy Se 和 i 机 
SS + Si + 81)] (7.6.23) 
1 
SCE, + $1) = SS + 5)] (7.6.24) 


这 是 一 组 关于 自 施 分 基 的 非 线 性 方程 . 在 低 激发 (低温 ) 条件 下 ,有 5",5” << 5， 
5'~ 有 ,方程 组 可 以 线性 化 ,得 到 


dS) 

= S28 ~ Si, ~ S71) (7.6.25) 

3 JnsC28; 

hs(28; ~ 1) (7.6.26) 

3; 

0 (7.6.27) 

由 式 (7, 6,27) 可 知 ,在 低 激发 态 ,5; 近似 地 是 运动 常量 ,可 用 5;~5. 令 自 旋 波 解 

Si = uexp [i(gla - wi)] (7.6.28) 
5) = vexp [i(gla - wt)] (7.6.29) 


将 其 分 别 代入 式 (7. 6.25) 和 式 (7. 6.26) 得 到 


iou = 2JhS(2 -erw -emw)u = 4/hS(1 ~ cosga)v 
(7.6.30) 
~ ww = — 4JhS(1 - cos ga)u 
它们 是 决定 自 旋 振 幅 uw 的 联 立方 程 组 ,方程 有 解 条 件 为 
| iw 4JhS(1 ~ cos ga) 
=0 (7.6.31) 
| -4JAS(1 ~ eos go) iw 


由 此 得 到 自 旋 波 的 色散 关系 : 
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(9g) = 4JhS(1 -eos ga), gE 1BZ (7.6.32) 


这 个 结果 绘 于 图 7.6.3 中 . 将 式 (7.6. 32) 代入 式 (7.6. 30) 中 得 到 v=iu, 即 自 施 
在 * 方 向 和 Y 方 向 的 振动 相差 相位 下 这 对 应 于 每 个 自 旋 绕 > 轴 作 圆周 进 动 . 


wg) 


团 7,6.3 只 考虑 最 近 久 相互 作用 时 ,一 维 铁 碚 体 中 自 施 波 的 色散 关系 


3， 磁 振子 \ 自 旋 波 量子 及 其 热 激 发 
从 前 面 的 讨论 可 知 , 磁 性 系统 的 自 旋 波 进 动 与 格 波 的 传播 类 似 , 可 以 等 效 为 
一 个 振子 称 为 磁 振 子 , 波 矢 为 9g 的 磁 振子 能 量 为 


e(0) = [nt0) + 于 ]ho(9) (7.6.33) 


其 中 nq) 为 整数 , 磁 据 子 的 能 量 量子 ho, 称 为 自 施 波 量子 ,n(g) 是 自 施 波 晤 子 
数 . 每 激发 一 个 自 施 波 量 子 , 相 当 系 统一 个 1/2 自 族 反 转 , 它 可 以 是 一 个 比 单 粒 
子 激发 低 得 多 的 能 量 , 例如 , 当 ga <<1 时 ,由 式 (7.6.32) 得 到 

hw(qg) = 4J 有 SC1 ~ cos ga) ~ 2J 有 2Saz9 (7.6.34) 
应 用 至 恩 ~ 卡 芝 边 界 条 件 有 4 = 2 因此 最 小 的 非 堆 激 发 能 量 为 


jos ~ 2 有 Se 


它 是 一 个 十 分 低 的 激发 能 量 
在 热平衡 下 ,平均 的 自 旋 波 量子 数 由 玻 色 分 布 给 出 : 
1 
lo) = exp (hw, /iT) -1 


在 这 种 意义 下 , 自 旋 波 量子 是 一 种 粒子 数 不 守 便 的 玻 色 型 准 粒子 , 在 温度 7 了 下 ， 
激发 的 总 自 旋 波 量子 数 为 


Dn) = Jaop(o)(n(o))》 (7.6.37) 
其 中 pw) 是 自 旋 波 量子 的 谱 密度 . 


) ~ SO (7.6.35) 


(7.6.36) 
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4. 低温 物性 
结果 可 以 推广 到 三 维 情况 . 对 于 三 维 立方 磁性 点 阵 , 只 考虑 最 近邻 相互 
作用 , 自 旋 波 量子 的 色散 关系 是 
(9) = hs[6 ~ Feor (9 R)] (7.6.38) 


式 中 ,R, 是 最 近邻 格 点 矢量 ,6 为 配 位 数 . 在 长 波 近似 下 , 色散 关系 式 
(7.6.38) 为 
wgq) =2JhS[6 -2(cos qa + cos q,a + cos qa)] 
(7.6.39) 


一 2JjSo 全 
式 中 a 为 点 阵 常数 , 从 色散 关系 式 (7.6.39) 可 以 得 到 长 波 自 旋 波 重子 的 谱 


密度 : 
p(w) 
(7.6.40) 
低温 时 ,系统 的 热 激发 能 最 为 
有 = 人 hap) Cn(w))do 
i 
ho -一 du 
( }! (7.6.41) 
4 kT 
) 全 
-=4 信 
式 中 = fw/h7, 于 是 得 到 低温 时 磁 比 热 容 : 
cy (7.6.42) 
同样 可 以 讨论 铁 磁体 的 低温 磁化 ,低温 时 式 (7.6.37) 可 写 为 
D0) -ia7sm) L 
(7.6.43) 


于 是 可 以 得 到 
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Ln)) 


A ~ Cr (7.6.44) 


M(O) NS 
这 就 是 由 布 洛 赫 得 到 的 低温 磁化 他 定律 


$7.7 铁 磁 金属 自发 磁化 的 巡游 电子 模型 


前 面 关 于 铁 磁 金 属 磁性 的 讨论 是 建立 在 局 域 磁 矩 模型 之 上 的 , 即 假定 产生 
磁性 的 电子 都 局 域 在 晶体 中 格 位 原子 的 周围 , 海 森 伯 的 局 域 磁 矩 模型 成 功 地 解 
释 了 铁 磁 金 属 的 自发 厂 化 和 强大 分 子 场 的 来 源 . 根据 这 种 理论 ,可 以 预期 每 个 过 
渡 铁 磁 金 属 原子 的 饱和 磁化 强度 为 25y4, 即 为 玻 尔 磁 子 数 的 整数 们 (注意 饱和 
磁化 强度 给 出 磁 失 分 最 的 最 大 值 , 而 不 是 原子 磁 矩 的 量 值 ), 但 是 ,实验 观测 值 
要 比 这 个 数值 小 得 多 ,而 且 不 是 玻 尔 磁 子 数 的 整数 倍 , 例如 对 于 Fe .Co Ni, 实 验 
值 分 别 为 2 22w .1,72p4.0. 6lyw. 过 滤 金 属 磁性 的 实体 是 电子 的 自 旋 , 由 此 我 
们 可 以 推断 这 些 电子 并 不 是 简单 地 局 域 在 原子 附近 . 形成 磁性 的 34 电子 应 该 像 
4s 传导 电子 一 样 ,形成 一 个 非 局 起 的 电子 能 带 . 这 就 是 铁 磁 金属 的 巡游 电子 
模型 . 

考虑 到 d 带 是 一 个 座 能 带 , 电 子 之 间 存 在 着 较 强 的 关联 , 假定 电子 之 间 的 交 
换 作用 产生 一 个 正比 于 磁化 强度 的 交换 场 yM. 它 将 降低 自 旋 向 上 的 电子 相对 
于 自 施 向 下 电子 的 能 最 . 使 得 自 旋 向 上 ( 1 ) 和 自 旋 向 下 ( | ) 的 两 个 子 带 分 裂 ， 
通常 称 为 交换 劈 列 ,如 图 7. 7, 1 所 示 ， 


Jo 


图 7.7. 1 铁 磁 金属 4 带 交换 并 
在 外 场 下 ,这 两 个 子 能 带 可 以 写 为 
Br = Es pa(B + YM) (7.7.1) 
BE) = E+p(B+yM) (7.7.2) 
式 中 名 为 自由 电子 气 的 能 量 ,B +yM 称 为 有 效 场 . 这 样 根据 产生 泡 利 顺 磁性 的 
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机 制 , 在 7-*0,8-*0 的 情况 下 ,由 式 (7.4.8) 得 到 


M = N(E (B+ yM) (7.7.3) 
由 此 得 到 3d 能 带电 子 的 磁化 强度 ; 
(7.7.4) 
磁化 率 
A 
UB -NB) 多 


其 中 心 =HousN( E51) 为 自由 电子 气 的 泡 利 顺 磁 磁 化 率 , 对 3d 电子 而 言 ,y 与 电 
子 之 间 的 库仑 相互 作用 有 关 ，,2yxs = 以 U/ 是 电子 之 间 的 库仑 相互 作用 . 方程 
(7.7.5) 变 为 普遍 采用 的 形式 : 


re (7.7.6) 
UNE 
式 (7.7. 6) 似 乎 只 是 简单 地 表明 ,与 泡 利 顺 磁 磁 化 率 X 相 比 , 磁 化 率 增加 了 
$= [1 - Sune)] k (7.7.7) 


售 .5 称 为 斯 托 纳 ( Stoner) 因子 , 它 使 系统 更 容易 被 极 化 . 尤其 是 , 当 交换 场 足够 
强 ,使 得 


1 -二 UN(B) =0 (0.7.8) 


时 ,磁化 率 X 一 m ,表明 系统 顺 磁 相 已 不 稳定 , 临界 条 件 式 (7.7,8) 称 为 斯 托 纳 判 
据 . 此 时 ,无 限 小 的 磁场 就 可 以 使 系统 产生 非常 大 的 磁化 , 苑 系统 存在 自发 磁化 . 
一 个 能 带 中 的 电子 是否 处 于 磁性 状态 依赖 于 能 带 结构 的 态 密度 N(E,) 和 电子 


之 间 的 库仑 作用 以 一 般 。 带 是 一 个 宽带 ,N( Er ) 和 上 较 小 ,1 -INCE)U >0， 


顺 磁 相 稳定 , 而 4 带 是 一 个 窜 带 ,N(E,) 和 UU 较 大 , 铁 磁性 稳定 . 

与 前 面 根据 局 域 磁 答 模型 得 出 的 7=0 时 所 有 自 旋 平 行 排列 , 磁 矩 取 最 大 投 
影 值 不 同 的 是 ,对 于 铁 磁 金属 电子 的 退 局 域 化 和 d 轨道 与 s 轨道 的 交 稚 ,使 得 自 
发 磁化 强度 碱 小 . 原则 上 可 以 通过 能 带 计算 , 求 得 铁 磁 金 属 中 每 个 原子 的 平均 磁 
和 矩 , 从 能 带 模型 的 观点 ,具有 非 整 数 倍 玻 尔 磁 子 的 磁 矩 是 很 自然 的 
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电子 是 电荷 的 载体 ,同时 也 是 自 旅 的 载体 . 但 是 ,至 此 以 前 我 们 讨论 电子 的 
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输 运 问 题 时 , 却 只 考虑 到 电子 的 电荷 ,而 忽略 了 电子 的 自 旋 . 那 是 因为 对 于 通常 
的 材料 ,例如 非 磁 金 属 ,参与 电导 的 费 米面 上 的 电子 是 非 自 旋 极 化 的 , 即 自 旋 向 
上 和 自 旋 向 下 的 电子 数 相等 . 另 一 方面 电子 自 旋 的 扩散 长 度 大 约 为 几 个 纳米 ,也 
就 是 电子 只 在 这 个 长 度 范围 内 保持 自 旋 取 向 不 变 . 因此 在 讨论 宏观 尺度 材料 的 
电子 输 运 问题 时 ,不 必 考虑 自 旋 取 向 对 输 运 性 质 的 影响 然而 对 于 近年 来 发 展 起 
来 的 纳米 磁性 材料 和 器 件 ,由 于 磁性 金属 是 自 旋 极 化 的 ,并 且 输 运 尺度 正好 在 纳 
米 范围 之 内 ,必须 考虑 自 旋 相 关 的 输 运 问题 . 人们 发 现 ,除了 控制 电荷 以 外 ,还 可 
以 控制 自 旋 去 改变 器 件 的 性 能 . 前 者 通常 称 为 微 电 子 学 ,而 后 者 就 是 近年 备 受 关 
注 的 自 旋 电子 学 . 
本 节 我 们 将 以 磁性 隐 道 结 为 例 ,来 讨论 自 旋 相关 的 输 运 问题 . 


一 、 电 子 限 帘 电导 


首先 讨论 正常 金属 隧道 结 的 电导 问题 , 金属 隧道 结 是 由 两 个 金属 电极 中 间 
被 一 层 非 常 薄 ( 几 个 纳米 ) 的 绝缘 层 分 开 的 三 明治 结构 ,如 图 7. 8. 1 所 示 , 它 可 
以 简单 地 归结 为 一 个 一 维 方 势 参 的 电子 隧 穿 问题 ,如 图 7.8, 2 所 示 ， 


加 po 
四 
MW Em 
ld Ea 
加 多 
图 7.8.1 金属 隧道 结 图 7.8.2 一 维 方 势 多 模型 


(9) 含 车 Ye0 (b) 偏 压 Yw0 


假设 势 怠 高 度 为 四 ,宽度 为 4. 从 量子 力学 的 观点 ,考虑 到 电子 的 波动 性 , 即 
使 电子 的 能 量 < 由 ,都 有 一 定 的 概率 穿 透 势 台 . 穿 透 概率 为 


T(E) = Do ( -a Van -FE)) (7.8.1) 


可 见 ,7 依赖 于 粒子 的 质量 mm、 势 参 宽度 d 以 及 高 度 ( 四 -E). 当 隧道 结 上 没有 加 
偏 压 时 ,两 个 电极 的 费 米 能 相等 ,电子 从 电极 M, 向 M, 隧 穿 的 电流 和 从 MM, 向 
M, 隧 穿 电流 相等 ,没有 净 电 流通 过 , 如 图 7. 8. 2(a) 所 示 . 倘若 隧道 结 上 加 上 一 
定 的 偏 压 ,两 个 电极 的 费 米 能 将 产生 相对 位 移 , 将 有 一 定 的 电流 沿 偏 压 方向 流 
过 隧道 结 ,如 图 7. 8. 2(b) 所 示 . 一 定 能 量 的 电子 产生 的 隧 穿 电流 应 该 正比 于 给 
定 能 量 下 一 个 电极 电子 占据 态 的 概率 与 另 一 个 电极 未 占据 态 的 概率 以 及 隧 穿 概 
率 的 乘积 . 总 的 隧道 电流 应 是 各 种 不 同 能 量 电子 赚 穿 电流 的 总 和 : 


57,8 自 旋 相关 输 运 “307 


TD =(-ejwCECE)NCE -eT AE- eV) IT(E)dE - 
COfNB -eAE -eMN(E TY -AE) T(E) dE 


(= ALA ~ eIfAE) -AE -eV)IT(E)dE 


(7.8.2) 
其 中 ,N(E) 为 能 态 密度 ,f/(E) 为 费 米 分 布 函 数 . 
在 低 偏 压 下 ,ey < 下 ,由 式 (7.8. 2) 得 到 
= -ep(- aevr(E)aE 
0 =Jwcewme-eof a VT(E) dE 
=T(EDN (ENE eV (7.8.3) 


其 中 应 用 | -~ 加 ace- 85), 并且 NN,(E,) 和 NN,(E,) 分 别 为 两 个 电极 费 米 
面 上 的 态 密 度 . 而 


T(E1) = (7.8.4) 


16B bo nto 
Ca 
式 中 = 中 -5 是 从 费 米 能 算 起 的 势 台 应 . 
从 式 (7.8.3) 可 以 看 到 ,在 低 仿 压 下 ,本 穿 电 沪 与 偏 压 成 线性 关系 ,遵从 区 
姆 定律 ,并 且 隧 穿 电 这 与 电子 的 自 施 无 关 . 


二 、 自 儿 极 化 


如 果 隧 道 结 的 两 个 电极 是 铁 厂 金属 , 根 
据 铁 磁 金 属 的 巡游 电子 模型 ,电子 的 能 带 由 六 
于 交换 作用 将 辟 弄 为 两 个 子 带 . 在 费 米面 处 
自 旋 向 上 和 白 旋 向 下 电子 的 态 密度 旦 不 相 
同 的 ,如 图 7.8. 3 所 示 , 铁 磁 金属 3d 电子 是 
自 旋 极 化 的 ,定义 自 旋 极 化 率 为 
(Er) ~- Ni,(E,) NE) 

DR 8 
其 中 Ni ( 朴 ) 和 Ni (E ) 分 别 表示 费 米面 处 。 图 了 8 3 能 太志 度 的 交换 名 
自 施 向 上 和 自 施 向 下 两 个 子 带 的 能 态 密 度 . 通常 定义 多 数 自 施 子 带 中 电子 的 自 
施 向 上 ,少数 自 施 子 带 中 电子 的 自 施 向 下 , 极 化 率 取决 于 能 带 结构 和 费 米 能 的 位 
置 . 例如 在 图 7.8.3 中 ,如 果 Et = Ew, 则 P=100 %;E; =E,,,100 % >P>0; 
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Ei =Ei,10>P> -100 %;Es = Ei,,P= -100 %. 对 于 实际 的 过 渡 族 铁 磁 金 属 
Fe、Co、Ni 的 自 旋 极 化 率 的 数值 分 别 为 40 %、34 % 和 11 %. 

上 述 模型 也 许 过 分 简单 了 一 些 , 因 为 3d 带 与 4* 交 登 或 许 还 存在 一 些 * 电 
子 极 化 ,实际 上 很 可 能 是 由 s 电子 作 媒介 而 产生 d 电子 之 间 的 交换 作用 . 


三、 电子 的 自 读 相 关 限 穿 电 呈 


对 于 磁性 隧道 结 , 由 于 绝缘 层 的 厚度 小 于 隧 穿 电子 的 自 施 扩散 长 度 和 散射 
平均 自由 程 ,可 以 忽略 散射 效应 ,电子 可 以 通过 隧道 效应 径直 地 从 一 个 电极 到 另 
一 个 电极 , 称 为 弹 导 输 运 , 在 这 样 的 近似 下 ,一 个 电极 中 具有 确定 自 旋 的 电子 在 
隧 穿 过 程 中 自 旋 取向 不 变 , 它 必须 在 另 一 个 电极 中 找到 自 旋 相 同 的 空 态 . 因此 ， 
可 以 将 隧 穿 过 程 分 成 两 种 不 同 自 旋 取 向 电子 的 隧 穿 通道 , 隧 穿 电流 也 是 由 两 不 
同 自 施 取 向 电子 隧 穿 电流 的 总 和 . 总 的 隧 穿 电流 将 依赖 于 两 个 磁 电 极 的 磁化 状 
态 , 如 图 7.8.4 所 示 . 


外 


图 7.8.4 不 同 磁化 状态 下 的 电子 隧 穿 通道 
《 平行 厂 化 !(b) 反 平 行 厂 化 


在 低 偏 压 下 ,由 式 (7.8.3) 可 以 分 别 得 到 两 个 磁 电 极 在 平行 磁化 和 反 平行 
磁化 时 的 电流 : 


TCDTN (EN (Es) +NCED)N (Ee)]eV (7.8.6) 
1 = TOE)EN CBED)N (Ee) + Ni (EN (Es)]eV (7.8.7) 
这 样 ,磁性 隧道 结 将 表现 出 依赖 于 磁化 状态 的 电阻 , 当 两 个 电极 平行 磁化 时 的 电 
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阻 为 
R, = {PEEDFLN (EON ED) + 
(7.8.8) 
Ni (EDN (E)1]} 
反 平行 磁化 时 的 电阻 为 
x {TCE eM (EN (E,) + 
(7.8.9) 


MilEN (ED)1} 


有 总 是 小 于 R, 的 ,因为 当 两 个 磁 电 极 反 平 行 磁化 时 ,多 数 自 旋 态 的 电子 在 隧 穿 
过 程 中 必须 在 另 一 个 电极 的 少数 自 旋 态 中 寻找 空 态 . 因此 并 不 是 所 有 多 数 自 旋 

的 占据 电子 都 能 实现 隧 穿 , 如 图 7. 8.4(b) 所 示 . 磁性 隧道 结 的 这 种 依赖 于 磁 
化 状态 的 电阻 变化 称 为 隧道 磁 电 阻 , 通常 定义 隧道 磁 电 阻 为 
Ri-R, 2Pi 户 
RR Ip, 
推导 中 应 用 了 式 (7,8.8) , 式 (7.8,9) 和 式 (7.8.5). 式 (7.8.10) 中 PP 和 P, 分别 
为 电极 1! 和 电极 2 的 费 米 面 处 的 自 旋 极 化 率 . 例如 对 于 Co/1/Co 隧道 结 ,P, = P， 
=35 % ,TMR~28 %, 


四 、 自 证 网 结构 


从 以 上 的 讨论 中 我 们 知道 ,磁性 隧道 结 的 电阻 依赖 于 两 个 磁 电 极 的 磁化 状 
态 . 在 外 磁场 变化 时 ,如 果 两 个 磁 电 极 从 平行 磁化 突然 变 为 反 平行 磁化 ,或 者 从 
反 平 行 磁化 突然 变 为 平行 磁化 , 便 会 产生 电阻 的 突变 , 这 种 电阻 对 外 场 做 感 的 结 
构 通常 称 为 自 旋 阔 , 最 简单 的 具有 自 旋 阀 性 能 的 磁性 隧道 结 可 由 两 种 娇 着 力 不 
同 的 磁 电 极 构成 . 设 其 中 一 个 电极 的 矫 顽 场 为 太 ，, 另 一 个 为 is , 且 岂 ,< Ha ,如 
图 7.8.5(a) 、(b) 所 示 . 这 种 磁性 隧道 结 可 以 称 为 双 及 磁性 隧道 结 . 在 高 场 下 ， 
两 个 电极 沿 外 场 方向 平行 磁化 ,表现 为 低 电阻 状态 . 当 减 小 磁场 过 零 , 再 反 向 加 
场 时 ,一 旦 反 向 磁场 强度 = 有 ,时 , 低 及 电极 的 磁化 状态 突然 反 向 ,而 高 及 的 
电极 磁化 状态 不 变 , 一 直 维持 到 有 = 及 ,. 这 样 两 个 磁 电 极 处 于 反 平行 磁化 状态 ， 
样品 表现 为 高 电阻 . 当 外 加 磁场 强度 万 超过 .时 ,两 个 磁 电 极 又 处 于 平行 磁化 
状态 ,表现 为 低 电阻 . 这 样 , 沿 着 正 , 反 两 个 方向 扫 场 , 便 得 到 如 图 7. 8. 5(e) 所 示 
的 磁 洁 回 线 和 如 图 7.8.5(d) 所 示 的 磁 电 阻 曲线 . 图 7.8.6 是 一 个 实际 的 
NiFe/Y Co 磁性 隧道 结 的 磁 电 阻 曲 线 . 


TMR = 《7.8.10) 


310 第 七 意 固体 磁性 


Mi 
好 
Wi 
Mo> Ms 
方 
广 
加 四 
R 
吉本 
| 


(0) 


人 


朵 7.8.5 双 有, 磁性 月 道 结 原理 


《an 多 听 表 场 电机 的 珊 化 几 线 ,HH 1 
(9) 次 者 允 场 电 要 的 化 晤 线 ,= 有,，; 


《e) 双 隧道 结 的 矿 化 曲线 ,M，> W， 
《9) 五 必 隧 首 铺 的 电 妆 与 厂 声 强度 有 的 关系 
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几 7.8.6 实际 的 NiFe/1/Co 磁性 了 道 结 的 磁 电 阻 曲 线 
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磁性 隧道 结 是 一 种 磁 丝 感 器 件 . 它 可 以 作为 磁场 传感器 广泛 应 用 于 汽车 工 
业 , 航 天 工业 \ 医 疗 、 自 动 化 控制 等 领域. 磁性 隧道 结 也 可 以 作为 磁 记录 读 出 头 . 
与 传统 的 感应 式 读 出 头 相 比 , 它 尺寸 小 ,灵敏 度 高 可 使 磁盘 记录 的 面 密度 达到 
12 GB/ 平 方 英寸 , 比 感应 式 读 出 头 高 出 一 两 个 数量 级 , 特别 重要 的 是 ,如 果 将 磁 
性 隧道 结 排 成 阵列 ,可 以 构成 非 挥发 性 的 随机 存储 器 ( MRAM) , 非 挥发 性 是 指 
在 系统 没有 供电 情况 下 ,存储 信息 不 会 消失 . 这 种 随机 存储 器 的 性 能 完全 可 以 和 
现在 使 用 的 半导体 动态 及 静态 随机 存储 器 相 媲美 ,同时 又 具有 不 挥发 性 的 优点 . 
它 将 作为 新 一 代 的 随机 存储 器 ,在 信息 领域 中 发 挥 重要 的 作用 . 


$7.9 反馈 磁性 


一 、 实 验 事 实 


1， 磁化 率 与 温度 的 关系 
1932 年 奈 耳 (L. Neel) 发 现 诸如 铂 、` 色 , 锰 ` 铬 等 金属 和 合金 的 磁化 率 数值 相当 
大 ,但 随 温度 的 变化 相对 小 . 当 温 度 高 于 奈 耳 温度 7、 时 ,磁化 率 满足 奈 耳 定律 ， 
7 (7.9.1) 
当 温度 低 于 Th 时 ,磁化 率 随 温度 降低 而 变 小 . 在 7 = Tv 时 ,磁化 率 不 是 无 限 大 ， 
而 是 如 图 7 9.1 所 示 那 样 有 一 个 不 太 大 的 尖峰 , 这 些 材料 称 为 反馈 磁体 . 


图 7.9.1 怖 故 体 , 铁 丰 体 和 反 铁 磁 体 中 磁化 率 的 温度 关系 


2， 反 铁 磁 序 

反 铁 磁体 的 定 压 比热容 5, 在 奈 耳 点 7。 显现 反常 的 峰值 ,如 图 7.9.2 所 示 、 
似乎 表明 反 铁 磁体 在 奈 耳 点 有 一 个 从 磁 无 序 到 有 序 的 二 极 相 恋 . 

X 射线 衍射 实验 表明 MnO 具有 NaCl 晶体 结构 . Mn”* 离子 和 07 离子 分 别 
排列 在 两 套 fcc 点 阵 上 . 晶 格 参 数 为 0. 443 nm. 但 是 慢 中 子 入 射 实验 却 表明 ,在 
奈 耳 温度 (7= 116 ) 以 上 ,入 射 峰 与 X 射线 衍射 峰 没有 区 别 . 但 是 在 奈 耳 温度 
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疼 7.9.2 反馈 磁体 在 泰 于 点 比热容 反常 
《5) 氢化 镭 的 比热容 ~ 温度 曲线 (b) 赂 的 比热容 -温度 易 线 

以 下 , 却 出 现 了 一 些 293 K 时 没有 的 中 子 衍射 峰 , 这 些 衍射 峰 , 可 以 用 点 阵 参数 
为 0.885 nm 的 立方 品 胞 来 解释 ,点 阵 参数 正好 大 了 1 倍 ,如 图 7.9.3 所 示 中 子 
衍射 与 X 射线 衍射 的 差别 在 于 ,由 于 中 子 具 有 自 旋 , 它 不 仅 能 检测 晶体 的 化 学 
结构 ,还 能 检测 磁 结构 , 由 此 可 以 断言 ,在 奈 耳 温度 以 上 格 位 上 Mn 离子 的 自 施 
无 序 分 布 , 中 子 衍射 与 X 射线 入 射 结 果 一 样 ,得 到 相同 的 点 阵 参数 . 但 是 在 奈 耳 
温度 以 下 , 磁 矩 是 按照 某 种 非 铁 磁性 的 方式 有 序 排 列 ,因为 如 果 是 铁 磁 序 , 则 
X 射线 衍射 与 中 子 入 射 的 结果 也 应 该 是 一 样 的 , 假定 在 低温 下 ,单个 (111 ) 面 上 
的 Mn… 离 子 自 旋 相 互 平行 ,但 是 相 邻 两 个 (111) 面 上 的 自 旋 反 平行 ,如 图 7.9.4 
所 示 , 就 能 解释 中 子 衍射 得 到 点 阵 常数 扩大 1 倍 的 实验 结果 ， 


HTD OT 
70.885 nm 


1 
(200) GID 
293K a0=0.443 nm 


图 7.9.3 Mn0 的 中 子 衍射 谱 


比热容 实验 和 中 子 衍射 实验 都 表明 Mn0O 在 奈 耳 温度 以 下 是 磁 有 序 的 , 相 邻 
层 自 旋 反 平行 排列 ,没有 净 磁 矩 . 这 种 性 质 称 为 反 铁 磁 性 . 
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图 7.9.4 氧化 锰 里 Mn 离子 的 自 族 有 序 排列 
图 中 来 曾 出 07- 商 子 格子 


化 学 单 胞 


二 、 友 铁 磁 性 的 秦 玫 理 伦 


1， 双 于 格 模型 
奈 耳 修改 了 外 斯 的 铁 磁 平均 场 模型 ,假定 磁性 离子 之 间 的 交换 能 为 负 值 ， 
人 .<0, 则 自 旋 倾 向 于 反 平 行 排列 , 为 了 简单 起 
见 , 讨 论 简 单 立方 点 阵 的 情况 , 如 果 将 磁性 离 
子 的 出 格 分 成 A 和 日 两 个 子 蝇 格 , 如 图 7.9.5 
所 示 . A 此 格 中 的 每 个 离子 的 近邻 是 B 离子 ， 
中 蝇 格 中 的 每 个 离子 的 近邻 是 A 离子 , 通常 
称 为 双子 格 模型 . 这 样 每 个 子 而 格 中 的 离子 
同时 受到 回 一 子 瞄 格 和 另 一 子 品 格 中 离子 之 。 天 7.9.5 介 间 立方 双 于 略 模 型 
间 的 有 效 场 的 作用 , 开 且 都 要 求 自 旋 反 平 行 , 
但 是 不 同 子 品格 离子 之 间 是 最 近邻 相互 作用 ,而 同一 于 品格 离子 之 间 是 次 近邻 
相互 作用 ,结果 每 个 子 晶 格 自 旋 取 向 一 致 ,而 不 同 子 品格 自 族 取 向 相反 . A.B 两 
个 子 晶 格 的 有 效 场 可 写 为 


B=B- (aM, +BM,) (7.9.2) 

B» =B- (aM, +BM,) (7.9.3) 

式 中 ,B 表示 最 近邻 交换 作用 ,a 表示 次 近邻 交换 作用 ,B 总 为 正 值 , 旦 6> | a |. 
8B 是 外 场 ,MM、 和 Jf， 为 每 个 子 品 格 的 磁化 强度 . 这 样 由 式 (7. 5. 4) 得 到 

M, = NJgpnB,( JgmoBe /kyT) (7.9.4) 

My = NaJespnB, (etnB /haT) (7.9.5) 
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式 中 六 是 两 个 子 晶 格 的 离子 浓度 ,对 于 双子 格 模型 N、 
为 布 里 渊 函数 . 


B, (JgpuB? /kaT) 


2. 高 温床 耳 定律 
在 高 温 区 了 > Tv , 布 里 渊 函数 可 近似 写 为 
Bi(z) = 场 。 (7.9.6) 
则 由 式 (7.9.4) 和 式 (7. er 
内 1 
人 1 = M+t Ms ~ Wa! Hil28 (a +B)M] (7.9.7) 
磁化 率 
pi 2poNp?/3ky 好 
Xa Ney 有 “也 46 人 
了 a 
式 中 ,= gyiJ(J+1) 是 磁性 离子 的 有 效 磁 短 ， 
C = 2poNp?/3k, (7.9.9) 
0 = Cla+B)/2p (7.9.10) 


式 (7.9.8) 就 是 高 温 下 的 寻 耳 定律 

3. 这 耳 点 

在 奈 耳 点 了 = T\ ,离子 磁 拭 的 热 运动 已 相当 剧烈 ,W，.M 数值 都 很 小 , 仍 可 
用 高 温 近 似 , 当 外 场 =0 时 , 式 (7,9.4) 和 起 (7.9.5) 变 为 


(7.9.11) 
Hi = - 7 (es + BM,) (7.9.12) 
这 是 关于 MA 和 JW 的 二 性 次 方程 和 MM， 有 非 零 解 的 条 件 是 
C 
1+ 
27 Wo 
(7.9.13) 
ey + 
27weo 27 wo 
由 此 得 到 奈 耳 温度 : 
1 3B -a) (7.9.14) 
po 
由 于 p> |a| >0, 所 以 7，>0. 由 式 (7.9.10) 和 式 (7.9.14) 可 以 得 到 
= 
nh pr a (7.9.15) 


可 见 , 如 果 e>0, 则 Tv <bge<0, 则 Tv >e,a=0, 则 Tv =98, 由 式 (7.9.10) 和 式 
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(7.9.14) 可 以 得 到 在 奈 耳 点 磁化 率 为 


X(T) = 元 5 = 知 
它 为 常数 ,虽然 每 个 子 格子 存在 自发 磁化 ,但 没有 总 体 的 铁 磁 自 发 磁化 
4. 京 耳 温度 以 下 的 磁化 率 
当 T 了 <7, 时 , 热 运动 的 作用 在 减弱 , 反 铁 磁 内 场 起 主导 作用 , 若 外 场 甩 =0， 
可 知 WA， 和 方向 相反 ,上 且 = | Mi | = | MM， | , 在 外 场 下 ,磁化 率 与 外 磁场 与 
自 旋 轴 之 间 的 取向 有 关 , 当 外 加 磁场 垂直 于 自 旋 轴 时 ,如 图 7.9.6(a) 所 示 , 设 
MM, 之 间 的 严 角 为 29,8 为 小 量 , 如 图 略 去 次 近邻 离子 所 在 而 格 产生 的 内 场 ， 
即 =0, 则 式 (7.9.2) 和 (7.9.3) 变 为 
有 =B-BM, (7.9.17) 
B=B-BM, (7.9,18) 


(7.9.16) 


则 磁场 存在 时 的 能 量 密度 为 
U dp (My Ms + Ms * BM) = poB * (My + Mo) 
=pBM,* My -poB (MA + M,) (7.9.19) 
~ -ppBM [1 - 去 ce 中 -2poBMp 


式 中 ,第 一 项 为 W, 与 M, 之 间 的 相互 作用 能 密度 ,第 二 项 为 在 外 场 下 M， 与 M， 
的 能 生 密 度 , 当 
dU 


Er 4BoMip - 2pBM = 0 (7.9.20) 
时 ,人 能量 为 极 小 , 这 样 得 到 平衡 时 的 夹 角 ; 
并 六 2 (7.9.21) 
所 以 ， 
(7.9.22) 
它 基 本 上 与 温度 无 关 . 


当 外 场 平行 于 自 施 轴 时 ,如 图 7.9.6 (b) 所 示 , 若 自 施 子 格子 A 和 B 与 外 场 
夹 角 相等 , 则 磁 能 不 变 ,因此 了 =0 K 时 的 磁化 率 为 零 ,好 
Xr (0) = 0 《7.9.23) 
但 是 当 0<7< Tv 时 wy 的 计算 比较 复杂 , 范 ， 夫 累 克 的 计算 表明 ,由 0 直到 7、， 
随 着 温度 上 升 ,平行 磁化 率 Xy 平滑 地 增加 ,在 奈 耳 点 ， 


X(T) XW LTD = 全 (7.9.24) 
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| 


赂 7.9,6 用 平均 场 近似 计 算 7< 7 时 的 磁化 率 
(9) 昌 冀 自 于 自 旋 输 《b) 平行 于 月 族 轴 
图 7.9,7 表示 MnF, 实验 结果 , 在 很 强 的 磁场 中 , 自 旋 系 统 会 从 平行 取向 非 


连续 地 转 到 能 最 较 低 的 垂直 取向 , 
300| 


(9) 


250| 


昌 


x/00 emeg”) 


0 40 80 120 160 300 240 280 320 
油 度 TIK 
图 7,9.7 MnF; 贤 体 的 磁化 率 
外 场 平行 和 看 直 于 四 次 四 


三 、 赵 朗 换 作用 


过 渡 金 属 的 盐 类 ,例如 Mn0, 由 于 磁性 锈 离子 之 间 存 在 着 氧 离子 , Mn” 的 
3d 轨道 相距 示 远 ,几乎 不 相 重 登 , 因 此 海 森 伯 的 直接 交换 作用 极其 微弱 , 安德森 
提出 磁性 离子 之 间 的 交换 作用 是 以 中 间 的 非 磁 性 离子 为 媒介 而 间接 产生 的 . 称 
为 超 交换 作用 . 

考虑 Mn0O 绝缘 反 铁 磁 系 统 ,其 中 二 价 的 链 离 子 Mn “有 5 个 d 电子 ,而 二 价 
的 氧 离子 0 “的 P 壳 层 已 填 满 , 由 于 Mn 的 5 个 d 轨道 均 为 半 满 ,为 了 简单 起 
见 ,可 以 考虑 两 个 锰 离 子 的 确定 相同 轨道 通过 氧 离子 的 自 旋 灶 合 情况 . 

系统 的 哈密 顿 量 可 以 写 为 

H=H+H +U (7.9.25) 
其 中 有 为 单 粒子 的 哈密 顿 量 ,及 , 为 Mn 和 0” 之 间 的 跃迁 逢 阵 ,L 表示 多 电子 
效应 ,也 就 是 同一 轨道 不 同 自 旋 的 库仑 排斥 
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作为 零 级 近似 ,一 个 氧 离子 和 两 个 近邻 锰 离 子 的 正常 基态 存在 两 种 可 能 的 
自 旋 取 向 : 


Me -一 0 一 Ma 


“十 打 十 
“十 本 十 


其 中 a 表示 自 旋 三 重 态 ,两 个 锰 离 子 相同 轨道 自 旋 平 行 取向 ;b 表示 自 施 单 重 
态 ,两 个 狙 离 子 相同 轨道 自 旋 反 平行 取向 , 三 重 态 和 单 重 态 的 零 级 基态 能 量 分 
别 为 
四 
EB) = 2ew + 2eo 
其 中 ew 和 eu 分 别 是 Mn” -由 和 0” -轨道 上 的 格 点 能 最 , 可 见 在 零 级 近似 
下 ,三 重 态 和 单 重 态 自 旋 取 向 是 能 量 简 并 的 ,不 能 确定 两 个 锰 离 子 自 旋 的 相对 
取向 
实际 上 , 超 交换 作用 可 以 看 成 由 中 介 氧 离子 中 的 电子 参与 的 虚 跃迁 过 程 , 并 
导致 动态 交换 , 首先 不 考虑 多 体 效应 ,计算 电子 通过 氧 离子 在 两 个 锈 格 位 间 的 有 
效 单 电 子路 迁 矩 阵 元 . 它 对 应 于 以 下 的 路 迁 过 程 : 


十 二 <- 一 十 十 十 一 一 目 十 


尼 =26 + ew = 26w + ev Ei = 2 + en 
其 中 ,和 分别 是 初 态 和 终 态 能 基 ,5。 是 中 间 态 的 能 量 , 由 量子 力学 的 微 拓 
论 , 可 以 得 到 Mn-Mn 之 间 的 电子 有 效 妖 迁 短 阵 
CA 人 mA 人 


= 26cw + 260 


其 中 ,A =eo - sw, 为 电荷 转移 能 ;tw = tm] 由 | = (|| m)》 sp i 

由 于 晴 迁 过 程 是 通过 0“ 离子 为 媒介 完成 的 , 距 迁 的 最 后 结果 氧 离子 的 组 
态 , 格 点 能 并 未 发 生变 化 ,可 以 看 成 Mn 离 巴 之 间 的 一 个 等 价 的 直接 跃迁 ,跃迁 
矩阵 元 为 un 这 样 三 重 态 和 单 重 态 的 电子 跃迁 图 简化 为 
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4 ls | 220u, 


其 中 本 1 和 的 ,为 三 重 态 和 单 重 态 的 零 级 基态 能 量 . 氧 离子 的 格 位 能 可 以 不 
考虑 . 

可 是 ,由 于 泡 利 定 则 , 当 阳 离子 轨道 达 半 满 时 , 它 只 能 接纳 自 旋 与 其 离子 自 
族 反 平行 的 电子 , 因此 三 重 态 没有 可 能 的 激发 态 ,而 单 重 态 有 一 个 可 能 的 激发 态 
13)， 


Mn Mn 


-o- 二 BY =2ew +U 


其 中 后 为 汶 发 态 的 能 基 ,V 为 库仑 排斥 能 . 根据 量子 力学 的 微 护理 论 , 受 扰 之 
后 单 重 态 基 态 的 二 级 微 扰 修 正 为 
1 
| -6( 基 


其 中 10) 表示 零 级 单 重 态 , 由 于 AE, ，<0, 得 到 单 重 态 的 基态 能 量 比 三 重 态 的 
基态 能 最 低 , 系 统 应 显示 反 饮 磁性 


与 当时 的 技术 进步 有 着 密切 的 联系 , 超 导 电 性 的 发 现 也 不 例 
外 .1908 年 ,Leiden 大 学 的 Kamerlingh Cnnes 成 巧 地 液化 了 答 气 ,使 温度 的 测量 范围 大 大 延伸 
到 4.2 以 下 ,为 研究 金属 在 极 低温 下 的 电学 性 质 创 造 了 条 件 , Onnes 特别 感 兴 趣 的 问题 是 多 
属 的 低温 抽 余 电阻 府 及 其 与 杂质 汶 度 之 间 的 关系 ,他 选择 了 当时 可 以 获得 的 最 纯 的 金属 材 
料 一 一 尔 作 为 研究 对 象 , 当 温 度 下 降 到 4. 15 K 时 ,他 惊奇 地 发 现 科 的 直流 电阻 率 不 是 趋 近 于 
一 个 由 杂质 浓度 决定 的 有 限 值 ,而 是 突然 消失 ,金属 进入 了 所 谓 的 超 导 态 : 超 导 电 性 的 发 现 不 
仅 开 及 了 低温 物理 这 一 新 的 领 域 ,同时 也 使 这 一 领域 得 到 了 迅 帮 的 发 展 

在 随后 的 几 十 年 里 ,人 们 发 现 超 导 电 性 是 一 种 普遍 的 物理 现象 ,存在 于 许多 金属 和 合金 
和 材料 中 ,为 了 解 鱼 金属 材 料 的 超 导 电 性 ,大 量 实 验 测 量 被 归纳 成 经 验 公式 ,各 种 叭 象 理论 被 先 
后 提出 解释 其 共性 , 超 导 电 狂 的 微观 理论 则 直到 1957 年 才 由 上 Bardeen LN, Cooper 和 RR. 
Schrieffer 在 前 人 电 声 子 作用 的 基础 上 建立 起 来 ,该 理论 基本 解 秋 了 所 有 的 超 导 材料 的 电磁 性 
质 和 热力 学 性 质 , 此 前 发 现 的 超导体 通常 被 称 为 常规 超导体 ,其 在 NbyGe 中 的 最 高 虱 界 超 导 
转变 温度 为 23,2 K, 1986 年 新 的 一 类 超导体 由 1BM Zurich 研究 所 的 Bednorz 和 Miiller 在 公信 
从 钢 气 化 物 中 发 现 , 在 欣 亲 的 Lao ssCao isCu0 材料 中 ,转变 温度 达到 30 ,随后 类 苦 华 前科 


140 
] HgBayCasCu Ou 
to 了 
ThaSnCacuOns 
100 | 
Yhucuors 
0 
国 
60 La snCuot 
4 TasBaCuO, 
NbySn 
20 He Nb NbC 当权 


1900 1920 1940 1960 。 1980 ”2000 年 份 


图 8.0.1 超导体 的 简明 历史 


320 第 八 章 超 导 电 性 


学 家 东经 式 等 在 YBas Cu0， 中 将 超 导 转 变温 度 提高 到 93 K, 目 前 这 类 高 温 超导体 的 最 高 临 
界 温度 的 保持 者 是 HgBasCasCus0。 材料 中 的 133 K( 见 图 8.0. 1)、 

在 高 温 超 导体 发 现 至 今 的 19 年 里 ,其 正常 态 和 超 导 态 的 物理 性 质 均 得 到 世界 各 国 科学 
家 系统 和 细致 的 研究 ,有 些 已 经 得 到 了 很 好 的 解释 , 但 由 于 其 超 导 机 理 与 常规 超导体 有 很 大 
不 同 ,普遍 接受 的 新 的 超 导 电 性 的 微观 理论 还 没有 出 现 . 本 章 将 主要 计 论 常规 超导体 的 物理 
性 质 和 叭 象 理 论 ， 


$8.1 超导体 的 基本 物理 性 质 


一 、 超 导体 的 输 运 性 质 


在 Onnes 成 功 地 液化 氮气 之 前 ,人 们 对 金属 材料 的 低温 电阻 性 质 存在 三 种 
猜测 ,如 图 8.1.1 所 示 . 

(1) 假如 金属 的 低温 电阻 率 完全 来 源 于 出 格 振动 导致 的 电子 - 声 子 散 射 ， 
由 于 热 声 子 数 随 着 温度 的 下 降 而 减少 ,金属 电阻 行为 由 曲线 (a) 描 述 ， 

(2) 假如 金属 的 低温 电阻 率 主要 来 自 晶体 中 杂质 和 晶体 缺陷 的 散射 ,金属 
电阻 将 趋 近 与 杂质 和 晶体 缺陷 浓度 成 正比 的 一 个 常 基 ,如 曲线 (b) 所 示 ; 

(3) 假如 金属 中 载 流 子 浓度 随 着 温度 的 下 降 而 减少 ,金属 的 低温 电阻 率 将 
会 随 着 温度 的 下 降 而 上 升 ,如 曲线 (e) 的 情况 

然而 ,1911 年 Onnes 对 金属 来 的 电阻 测量 表明 ,上 述 情景 均 没有 出 现 . 冬 的 
电阻 曲线 如 图 8.1.2 所 示 , 存 在 一 个 临界 转变 温度 7。 = 4. 15 K ,在 此 温度 以 下 
电阻 突然 消失 为 一 个 不 可 测量 的 小 基 , 该 电阻 曲线 是 温度 的 可 逆 函 数 ,说 明 在 临 
界 转变 温度 以 下 金 悄 进入 了 一 个 新 的 热力 学 平衡 态 ,Onnes 将 这 个 热力 学 平衡 
态 称 为 超 导 态 . 进一步 的 研究 表明 ,不 仅 纯 的 于 金属 具有 这 种 性 质 , 摊 杂 的 采 金 
属 仍然 保持 着 零 电阻 的 特性 ， 

随后 的 研究 表明 , 超 导 电 性 广泛 存在 于 各 种 元 素 金属 ,合金 以 及 化 合 物 中 ， 
超 导 电 性 并 不 局 限于 某 种 特定 的 晶体 结构 中 . 表 8. 1.1 列 出 了 一 些 典型 的 超 导 
材料 及 其 超 导 转 变温 度 . 令 人 惊奇 的 是 那些 室温 下 最 好 的 金属 ,诸如 金 . 银 、 铜 ， 
并 不 发 生 超 导 转 变 ;而 有 些 宁 温 下 的 半导体 化 合 物 在 低温 下 则 具有 超 导 电 性 , 且 
超 导 转 变温 度 在 某 些 情况 下 比 纯 金 属 的 超 导 转 变温 度 要 高 出 很 多 , 一 个 典型 例 
子 是 饮 的 超 导 转 变温 度 为 9.46 ,而 氨 化 饮 的 超 导 转变 温度 为 16.0 K. 
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几 8.1.1 
在 低温 下 的 可 能 行为 


金属 电阻 


0.45 


各 


1434 
TK 


用 8.1.2 未 的 低温 电阻 率 ,正常 态 - 超 导 
态 的 相 变 发 生 在 4.15 K 附近 


表 8.1.1 一 些 代表 性 的 元 素 金属 \ 合 金 以 及 化 合 物 的 直 导 转变 温度 


元 素 金 属 TAK 化 合 物 金 属 TK 
Te( 傅 ) 11.2 Nb,Ge 23.2 
Nb( 饮 ) 9.46 Nb,Ga 20.3 
PbO) 7.18 Nasn | 0 
TT) 4 NbN 0 
HR 4 和 到 
ry 3 4 NB 1 
AICR) 19 AvuBe 16 
Wr 0.56 Pash, 1.25 
Ti( 钓 ) 0.40 TiCo 本 0 ?1 
( 镶 ) 0.14 于 AuSby 0.58 
人 0 AD | 0.30 


ll 


注 : 数据 摘自 :BT Matthias 等 ,Rev Mod. Phys 1963(35) 11;G, WW Webb 等 , Solid State Commun. 1971 
(9) 11 769 和 Phys. Todsy. 1973( October) 

演示 超导体 零 电阻 的 最 好 实验 验证 是 观察 超 导 环 中 感 生 的 持续 电流 的 大 
减 . 假定 超导体 的 电阻 果真 为 零 的 话 ,那么 超 导 环 中 的 电流 一 旦 诱导 起 来 将 永远 
循环 下 去 ;而 如 果 超 导 环 具有 有 限 的 电阻 R, 环 的 电感 为 上 , 则 超 导 环 中 的 持续 
电流 将 会 随时 间 指数 衰减 :1(!) =1(0)exp( - RIAL). Onnes 等 人 在 超导体 研究 
的 早期 就 进行 了 持续 电流 的 实验 并 从 中 推 得 超 导 铅 的 电阻 率 上 限 小 于 
10 “0. m,Quinn 等 人 后 来 改良 的 实验 将 该 电阻 率 的 上 限 推 至 10*Q .m, 而 


322 第 八 章 超 导 电 性 


最 纯 的 铅 的 正常 态 电阻 率 也 只 能 达到 10-"Q m. 

然而 ,超导体 的 电阻 率 严格 上 来 讲 只 在 直流 情况 下 为 零 , 当 交流 电流 的 频率 
越 来 越 高 时 ,交流 电阻 率 便 开始 出 现 . 超导体 在 光波 频率 时 出 现 失 超 在 超导体 的 
早期 研究 中 就 被 注意 到 ,20 世纪 30 年 代 的 测量 说 明 当 贺 频率 达到 10” ~ 10" Hz 
时 ,超导体 便 会 失去 超 导 电 性 . 图 8.1.3 给 出 的 是 超 导 薄膜 在 电磁 场 中 的 吸收 相 
对 于 正常 金属 之 比 与 频率 之 间 的 关系 ,吸收 谱 反 比 于 电导 ov/o ,其 中 ww 是 正 
常态 的 电导 率 . 显然 存在 一 个 光子 能 量 的 阔 值 ,对 于 超过 赣 值 的 电磁 波 ,超导体 
也 有 一 定 的 电阻 率 , 后 面 我 们 将 会 知道 ,超导体 中 的 载 流 子 能 谱 存 在 一 个 能 际 ， 
当 光 子 能 其 超过 超 导 能 隙 时 ,将 会 在 超导体 中 产生 正常 的 电子 空 穴 对 ,而 这 些 电 
子 空 穴 在 受到 晶 格 震动 和 杂质 的 散射 时 产生 电阻 


Mo/koTe 
0 5 10 45 ao 


0 
omads 


图 8.1.3 锣 超 时 短 腊 在 电磁 波 照 射 下 的 吸收 - 频率 依 囊 关系 
汗 意 在 网 首 频 事 以 下 没有 吸收 发 


二 、 超 导体 的 碟 学 性 质 


Onnes 还 研究 了 超 学 体 在 外 磁场 中 的 行为 ,发 现 当 外 加 磁场 足够 强 时 , 超 导 
体 将 转变 为 正常 金属 .但 是 这 种 过 程 是 一 种 可 逆 过 程 , 当 外 磁场 撤消 之 后 金属 重 
新 获得 超 导 电 性 . 使 超导体 失去 超 导 电 性 的 最 小 磁场 依赖 于 温度 ,超导体 的 几何 
形状 以 及 样品 在 外 场 中 的 取向 
对 于 长 的 加 村 形 样品 , 置 于 与 之 平行 的 外 磁场 中 ,最 小 的 使 超导体 失 超 的 外 
加 磁场 称 为 临界 磁场 H.(7) , 它 的 值 与 样品 的 体积 无 关 , 只 与 温度 有 关 . 因此 超 
导体 除了 具有 确定 的 超 导 转变 温度 外 ,还 具有 确定 的 临界 磁场 . 大 多 数 超 导 材 料 
的 临界 磁场 的 温度 关系 可 以 表示 为 
HT) 1 
0 (8.1.1) 
图 8.1.4 给 出 了 超 导 铅 的 典型 测量 结果 和 与 式 (8.1.1) 的 比较 . 
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图 8.1.4 起 导 钠 的 临界 磁场 与 温度 的 依赖 关系 
超导体 在 发 现 后 的 很 长 时 间 里 被 视 为 电 咀 为 零 的 理想 金属 ,果真 如 此 的 话 ， 
超导体 内 电场 强度 将 处 处 为 零 . 由 Maxwell 方程 得 知 , 超 导体 内 的 磁感应 强度 的 
时 间 导 数 将 处 处 为 零 , 从 而 推 得 超导体 内 的 磁感应 强度 不 随时 间 变 化 . 这 个 推论 
意味 着 超导体 内 的 磁感应 强度 依赖 于 状态 的 制备 历史 ,而 不 能 由 外 界 条 件 唯一 
确定 , 让 我 们 考虑 如 图 8. 1.5 两 种 施加 外 磁场 的 次 序 :(a) 在 超 导 转 变温 度 以 
上 ,外 加 磁场 H < 如 ,随后 将 温度 降 至 超 导 转 变温 度 以 下 , 从 上 述 理想 金属 的 推 
论 得 知 超导体 内 的 磁感应 强度 将 保持 为 有 (b) 在 超 导 转 变温 度 以 上 ,在 零 磁场 
下 将 温度 降 至 超 导 转 变温 度 以 下 ,接着 外 加 磁场 H<#H,. 这 时 超导体 内 的 磁感应 
强度 将 保持 为 0, 可见, 理想 金属 的 观点 告诉 我 们 ,在 给 定 外 磁场 的 情况 下 ,并 不 

存在 唯一 的 超 导 态 ,因而 平衡 态 热力 学 统计 方法 将 无 法 适用 . 


T>7. Tc 
加 
Ag | | | | 
Hoh 
(b) 


图 8.1.5 理想 导体 在 两 种 外 加 磁场 后 的 行为 
(9 在 Te 以 上 外 加 悦 场 玉 < 有 .接着 降温 到 Te 以 下 。《b) 在 零 夏 场 下 降温 到 Te 以 下 ,再 外 加 型 场 有 
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1933 年 W. Meissner 和 R. Ochsenfeld 通过 测量 超导体 周围 的 磁场 分 布 发 
现 ,超导体 内 部 磁感应 强度 始终 为 零 ,理想 金属 的 这 种 观点 才 被 打破 . 这 个 被 冠 
以 Meissner 效应 的 实验 结果 革新 了 物理 学 家 对 超 导 电 性 的 理解 , 它 表 明 在 给 定 
外 磁场 的 情况 下 超导体 的 状态 是 唯一 确定 的 ,也 就 是 磁场 被 排除 在 超导体 外 的 
状态 ,因而 热力 学 的 规律 可 以 适用 . 这 个 结果 同时 表明 超导体 在 外 磁场 下 的 行为 
与 完全 的 抗 磁体 一 样 ,其 磁 导 率 为 零 . 从 此 以 后 ,完全 的 抗 磁性 而 不 是 理想 金属 
性 被 用 来 作为 超导体 的 判断 特征 


三 、 超 导体 的 热力 学 性 质 


金属 的 正常 态 - 超 导 态 相 变 不 仅 体现 在 其 输 运 性 质 和 磁 学 性 质 相 变 前 后 的 
突变 ,而 且 相 变 前 后 鱼 属 的 热力 学 性 质 也 发 生 了 显著 的 变化 . 在 零 磁场 的 情况 
下 ,正常 态 - 超 导 态 相 变 属于 二 级 相 变 , 相 变 过 程 不 涉及 法 热 ,但 超 导 态 的 精 相 
对 于 正常 态 而 言 发 生 了 突变 , 大 家 知道 ,正常 态 金属 的 低温 比热容 可 以 归纳 为 
C=AT + BT ,其 中 线性 项 来 自 电子 的 热 激发 贡献 ,三 次 项 来 自 蝇 格 振动 的 声 子 
激发, 由 于 品格 振动 的 Debye 温度 9， 大约 在 儿 百 K 左右 ,所 以 在 极 低温 时 声 子 
的 比热容 贡献 可 以 近似 忽略， 

图 8.1.6 给 出 的 是 铝 的 正常 态 和 超 导 态 的 低温 比热容 曲线 , 负 的 超 导 相 变 
温度 为 1.19 K, 由 图 可 见 ,在 超 导 转 变温 度 以 下 ,金属 名 的 比热容 由 Cy = AT + 
B87 形式 变 成 为 4exp[ -4(7)Zn7] + B87 的 函数 形式 . 金属 中 蝇 格 振动 对 比 执 
容 的 贡献 基本 没有 变化 ,而 电子 比热容 的 贡献 发 生 了 突变 , 指数 型 的 温度 依赖 关 
系 说 明 载 流 子 的 激发 谱 中 存在 着 能 除 4(7) ,在 绝对 零度 所 有 载 流 子 都 处 在 完 
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图 8.1.6 金属 名 的 超 导 态 和 正常 态 的 低温 比热容 
正常 态 的 低温 比 热 罕 旦 在 超 导 转 变温 度 以 下 外 加 一 个 大 于 临界 值 的 场 下 澳 得 的 
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全 有 序 的 宏观 量子 基态 上 . 在 有 限 温度 下 , 载 流 子 可 以 通过 热 激 发 而 分 布 在 系统 
的 激发 态 能 级 ,这 些 激发 态 上 的 载 流 子 是 超导体 比热容 产生 的 来 源 . 在 有 外 加 磁 
场 但 磁场 小 于 临界 磁场 的 情况 下 ,金属 的 正常 态 - 超 导 态 相 变 属于 一 级 相 变 . 不 
仅 金属 的 比热容 发 生 突变 ,同时 也 伴随 着 法 热 的 产生 , 能 阶 4(7) 代表 了 系统 的 
有 序 度 ,与 处 于 超 导 基 态 的 电子 数 成 正比 ,4(7) 从 绝对 零度 的 最 大 值 随 温度 上 
升 而 下 降 , 在 超 导 转变 温度 消失 


四 、 同 位 素 放 应 


在 超导体 的 早期 研究 中 ,人 们 还 以 为 只 是 金属 的 电学 性 质 在 超 导 相 变 过 程 
中 发 生 了 巨大 的 变化 . 然而 Meissner 效应 的 发 现 使 人 们 意识 到 固体 中 独立 的 电 
子 模型 只 能 解释 小 的 抗 磁性 ,而 不 能 解释 Meissner 效应 , 因而 在 超 导 电 性 微观 理 
论 的 建立 过 程 中 ,人 们 关心 的 是 何 种 相互 作用 引起 正常 电子 态 的 失 稳 从 而 导致 
了 金属 的 超 导 电 性 , 在 众多 的 相互 作用 类 型 中 寻找 对 超 导 电 性 起 主导 作用 的 物 
理 机 制 是 一 件 困难 的 事情 ,原因 是 超 导 相 变 所 涉及 的 电子 能 量 fu7e 约 为 
10 eV, 而 电子 的 动能 约 为 1 ~ 10 eV, 这 意味 着 任何 小 的 互 作用 都 可 能 导致 与 
超 导 相 变 可 比较 的 能 量变 化 , 因而 在 寻找 超 导 物 理 机 制 的 过 程 中 ,只 是 能 量 上 的 
考虑 似乎 是 不 够 的 

与 超 导 机 理 密切 相关 的 同位 案 效 应 首先 是 由 Maxwell 和 Serin 等 在 1950 年 
发 现 的 . 这 些 实验 结果 证 明 超 导 转 变温 度 依赖 于 材料 组 元 的 同位 案 平 均 质量 m， 
对 锡 和 馆 金 属 超 导体 ， 


Tew Ms (8.1.2) 
后 来 Lock 等 人 对 临界 磁场 的 温度 依赖 关系 的 研究 发 现 ,虽然 临界 磁场 与 温度 的 
关系 曲线 与 同位 素 的 平均 质量 无 关 ,但 是 临界 磁场 的 大 小 确实 与 同位 素质 量 存 
在 下 列 关系 : 
H,  M™"* (8.1.3) 
同位 素 效应 的 发 现 对 确定 超 导 机 理 起 到 了 决定 性 的 作用 ,因为 它 预示 了 蝇 
格 振动 参与 了 金属 的 正常 态 - 超 导 态 相 变 过 程 . 
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那么 晶 格 振动 又 是 如 何 影响 电子 之 间 的 相互 作用 和 它们 的 物理 行为 的 呢 ? 
我 们 通常 认为 由 于 库仑 作用 电子 之 间 是 相互 排斥 的 ,当然 电子 之 间 的 这 种 相互 
作用 是 一 种 短程 的 ,因为 其 他 电子 的 存在 起 到 了 某 种 屏蔽 作用 . 但 是 , 品 体 中 的 
电子 除了 受到 其 他 电子 的 排 床 作用 之 外 还 受到 晶 格 离子 的 作用 . 当 一 个 具有 波 
矢 上 的 电子 在 晶体 中 运动 的 时 候 , 它 倾向 于 将 正 离子 拉 向 自己 从 而 在 电子 的 周 
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围 形成 密 一 点 的 正 离子 品格 . 这 时 另 一 个 波 矢 为 "的 电子 在 其 附近 通过 时 就 会 
受到 该 正 离子 云 的 吸引 作用 ,总 的 效果 是 第 二 个 电子 受到 了 第 一 个 电子 的 吸引 
作用 . 这 种 通过 晶 格 振动 耦合 产生 的 电子 之 间 的 相互 作用 可 以 用 下 列 数学 式 
表达 : 


| Mi 


2hw. 
gk +gl VIkk') = - ee 
人 


2(k) 是 电子 的 能 带 能 重 ,w, 是 参与 散射 的 波 矢 4 的 声 子 的 能 量 , 而 Hu-, 则 是 
电 声 子 散射 矩阵 元 , 可 见 该 相互 作用 项 通常 是 正 的 ,但 当 散 射 前 后 电子 的 能 量 状 
落 在 晶 格 振动 声 子 的 特征 频率 之 内 时 ,1e(k) -e(k -4)1 < kw, 该 相互 作用 势 
为 负 , 对 应 着 电子 之 间 的 吸引 作用 , 正 是 这 种 相互 作用 导致 了 费 米面 附近 的 自由 
电子 态 的 非 稳定 性 ,形成 了 能 量 更 低 的 电子 配对 的 超 导 态 . 


一 、 越 导电 性 的 物理 起 源 


为 简单 起 见 , 让 我 们 考虑 由 两 个 全 同 费 米粒 子 在 相互 作用 势 V(r) 下 的 本 征 
值 问题 需要 求解 的 Schrudinger 方程 为 


-CVI + va)w(tnvnirveo + 


(8.2.1) 


[VO nm -nl) -Ey(ririo,o) =0 (8.2.2) 
上 述 双 粒 予 波 函 数 可 以 写 为 空间 波 函数 和 自 施 波 函 数 的 直 积 . 如 果 不 考 虑 双 粒 
子 的 质心 运动 , 波 函 数 可 以 写成 下 列 形式 

Waioloa) = pn ~ rx(0 0s) (8.2.3) 
由 多 粒子 费 米子 波 函数 的 反对 称 统计 要 求 ,我 们 可 以 取 w(m =- 六) 为 mm 的 对 
称 函 数 (cvs ) 为 ri ,ca 的 反对 称 丽 数 . 反之 亦 然 , 第 一 种 情况 对 应 于 轨道 角 
动手 /为 偶数 和 自 旋 单 态 ,而 第 二 种 情况 对 应 于 轨道 角 动 量 /为 奇数 和 自 放 三重 
态 , 在 做 了 上 述 分 类 简化 之 后 ,能量 本 征 方程 只 依 来 于 空间 的 相对 坐标 ; 


， 
[vt Vn) pr) = Boe(r) (8.2.4) 
对 空间 坐标 作 传 里 叶 变 换 ， 
e(r) = Fok)erplik 7) (8.2.5a) 
VO = We) = fdrexpL i(k ~ R') er) Vr) (8.2.5b) 
这 样 我 们 得 到 


[2e(k) ~ Erp(k) = 一 2 Vk -kp(k'), slk) = hk/2m 


(8.2.6) 
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考虑 单位 体积 ,将 求 和 变 为 积分 得 到 


[2e(k) ~ E'Jp(k) =- (k') (8.2.7) 


由 于 势 场 的 傅 里 叶 分 量 Vk 一 k') 只 是 Ik 一 "1 + -2 录 'eos 9 的 函数 ,我 
们 可 以 将 它 展 开 为 b 的 下 列 形式 ， 


WE -Kk) = E+ DV) Peon 0) (8.2.8) 
Pi(eos 0) 是 通常 的 Legendre 多 项 式 . 由 于 各 个 球 谐 分 量 是 可 分 离 的 ,我 们 可 以 
分 别 考 察 波 函数 的 各 个 球 谐 分 量 BW = pu(h) Yi 各) 满足 的 方程 : 


[2a(k) - E'Jp(k) = 54m VCkk pk) dh (8.2.9) 


ero 

对 于 给 定 的 角 动 量 ,如果 本 征 值 方程 存在 一 个 或 多 个 E' <0 的 解 , 则 表明 
在 该 角 动 其 ! 分 量 下 存在 着 实 空 间 的 束缚 态 , 当 粒子 间距 离 趋 于 无 穷 时 pi(r) 趋 
于 零 , 束缚 态 的 存在 与 否 在 很 大 程度 上 取决 于 W(r) 在 空间 的 形态 , 即使 Y(r) 是 
吸引 势 ,如 果 太 弱 的 话 也 可 能 一 个 束缚 态 都 形成 不 了 , 而 束缚 态 确实 存在 时 ,一 
般 来 说 结合 最 紧 的 束缚 态 对 应 1= 0. 

前 面 我 们 讨论 了 双 费 米 予 体系 在 相互 作用 下 的 本 征 能 其 和 本 征 函数 的 一 些 
特征 ,这 为 我 们 下 面 讨论 所 谓 的 Cooper 问题 打 好 了 必要 的 基础 . Cooper 首先 考 
虚 了 两 个 费 米 子 在 金属 哎 米 海 背 景 下 的 结合 问题 . 与 上 述 问题 不 同 的 是 这 两 个 
费 米子 只 能 占据 费 米 海 之 外 的 状态 ,也 就 是 说 它们 的 波 矢 必须 满足 上 > jy 条件， 

我 们 下 面 感 兴趣 的 问题 不 是 是 否 存在 能 量 小 于 零 的 态 , 而 是 是 天 存在 能 量 
小 于 2 倍 费 米 能 量 的 态 . 也 就 是 说 ,在 存在 相互 吸引 作用 的 条 件 下 我 们 能 不 能 找 
到 比 费 米 分 布 丽 数 给 出 的 能 量 更 低 的 波 函数 . 为 此 ,我 们 选择 费 米 能 量 为 能 量 基 
准 , 定 义 


， 
起 (EE -20 (8.2.10) 


如 果 我 们 重复 前 面 双 费 米子 体系 的 推 革 ,并 且 考 虑 所 有 费 米面 以 下 的 状态 均 补 
0 


[2€(k) ~ Elp(k) fe 和 5 ack Vk ke ) p(k ) dk 大 > 大 


E(k) = el(k) -a = 


(8.2.11) 
方程 (8. 2. 11) 是 否 存在 已 <0 的 解 依赖 于 V(k,k') 的 具体 形式 . 为 了 说 明 问题 ， 
我 们 假定 下 面 特别 简单 的 横 型 相互 作用 势 : 

py yy 有 -AAA 福王 
0， 其 他 情形 
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在 Ak < 的 情况 下 ,定义 .=e(kr +Ak) -ae(ki) 一 (让 [mn)irAk, 我 们 可 以 将 
对 波 矢 的 积分 近似 地 改写 为 


[ar dh’ = 4k? [dk /dE(k') dk') = NB) [alk') 
二 ea [en f (hk) (8') = NOEs) fael 
(8.2.13) 


NN(E;) 代 表 的 是 能 带电 子 在 费 米面 的 态 密度 . 方程 (8.2. 11) 可 以 写成 下 列 形式 
[28(k) ~ Ejp(k) = VN(E;) fod ae) (8,2.14) 


方程 (8.2.9) 不 同 的 是 ,只 要 Wi <0, 方 程 (8. 2. 14) 总 是 有 尼 <0 的 解 . 事 
实 上 ,wp1(k) 有 下 列 形式 解 ; 


Pik) = A/[2E(k) - E] (8.2.15) 
代 人 方程 (8. 2, 14) 可 以 求 得 能 量 的 本 征 值 : 
1 = VN(E,) fi Rs =- TNE, ) on 人 


在 通常 的 所 谓 能 炮 合 的 条 件 下 , 即 1WN( BE)1 < 1, 能 基本 征 值 的 表达 式 可 以 简 
化 为 


2 
2éeorp| - KE 


可 见 束缚 能 随 着 1 1 的 增加 而 单调 增加 , 与 前 面 不 同 的 是 ,没有 理由 认为 1W 1 应 
该 最 大 ,所 以 最 稳定 的 解 完 全 可 能 对 应 于 有 限 的 人 

从 上 面 的 讨论 可 见 , 当 费 米 面 附近 两 粒子 之 间 总 动 基 为 零 的 势 场 分 量 Wi 为 
吸引 势 时 , 则 零 温 时 填 满 的 费 米 海 结构 是 不 稳定 的 ,在 能 量 上 粒子 两 两 配对 的 状 
态 更 为 有 利 , 然而 由 于 费 米 统计 ,粒子 的 配对 并 不 能 独立 地 进行 . 所 以 上 述 讨论 
还 不 能 给 出 多 体系 统 的 基态 ,这 个 问题 的 解决 是 由 著名 的 Bardeen ,Cooper 和 
Sehrieffer 的 BCS 理论 最 终 给 出 的 , 但 是 上 述 简单 模型 的 讨论 为 真正 的 多 体 粒 子 
基态 波 函 数 指出 了 正确 的 方向 

由 于 BCS 理论 的 探讨 需要 量子 场 论 的 知识 ,这 些 将 会 在 研究 生 课 程 中 涉 
及 . 下面 我 们 将 集中 介绍 超 导 电 性 的 一 些 重要 的 唯 象 理论 ,这些 理论 对 总 结 超 导 
物理 性 质 的 规律 和 最 终 微观 理论 的 建立 起 到 了 非常 重要 的 作用 . 


Gorter 和 Casimir 的 二 流体 模型 


在 超 导 相 变 的 可 逆 性 还 没有 被 Meissner 效应 的 发 现 所 证 实 之 前 ,W. H. Kee- 
som ,Rutgers ,特别 是 C.J 了. Gorter 就 已 经 将 热力 学 方法 运用 到 了 超导体 的 热力 学 
性 质 上 ,尤其 是 Gorter 从 热力 学 原理 对 超 导 物 理性 质 的 成 功 处 理 得 出 结论 , 超 导 
相 变 过 程 必 须 是 可 着 的 , Meissner 效应 必然 是 超导体 的 男 一 个 重要 的 性 质 . 


a Vi<o0 (8.2.17) 
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Meissner 效 应 的 发 现 使 得 Gorter 和 日 . B. Casimir 最 终 发 展 了 一 套 超 导 相 变 完整 
的 热力 学 处 理 方法 . 
在 磁场 中 超 导 相 变 的 热力 学 问题 与 任何 其 他 的 相 变 问题 的 处 理 是 完全 一 样 
的 . 我 们 可 以 从 两 相 的 Gibbs 自由 能 出 发 ， 
G(TV,H) = U(SVM) -TS ~ polM (8.2. 18a) 
dG = SdT -poMdH (8.2, 18b) 
由 超导体 的 完全 抗 磁性 M = - HV, 将 方程 (8.2, 18b) 对 磁场 积分 得 到 超 导 态 的 
Gibbs 自由 能 ， 


GT,H) = G6.(7,0) + (8.2, 19a) 
而 正常 态 的 磁化 率 非常 之 小 可 以 忽略 不 计 , 其 Cibps 自由 能 为 
G(T,H) = 6,(7,0) 《8.2. 19b) 


其 中 6,(7,0) 和 CG,(7,0) 分 别 是 超 导 态 和 正常 态 在 没有 外 场 情形 下 的 自由 能 
正常 态 的 Cihbs 自由 能 低温 时 主要 由 电子 提供 ,可 以 写成 

G(T,0) = (1/2) yr (8.2. 204) 
7 是 Sommerfeld 常数 , 而 超 导 态 的 自由 能 则 比较 复杂 ,在 BCS 微观 理论 出 现 之 前 
并 不 精确 知道. 但 是 热电 效应 告诉 我 们 超 导 电 流 并 不 携带 热流 ,也 就 是 说 超 导 电 
子 处 在 有 序 态 ,其 炉 为 零 ,因而 超 导 电子 的 Gibbs 自由 能 可 以 写成 一 个 常 最 , 考 
不 到 上 述 因素 后 ,Gorter 和 Casimi 将 超 导 态 的 自由 能 写成 


GT0) = ACEIO + (dy 8.2,20b) 


第 一 项 和 第 二 项 分 别 对 应 正常 电子 贡献 和 超 导 电 子 贡献 ,其 中 y* 代 表 正常 电子 
的 比例 , 在 给 定 温度 的 条 件 下 ,x 由 自由 能 最 小 决定 , 即 


= (8.2.21a) 


CG.(7,0) = 


-人 + 《8.2.21b) 


在 临界 磁场 下 超 导 态 和 正常 态 的 平衡 条 件 是 两 相 自由 能 相等 6,(7,H.) = 
GT 有) ,由 此 得 到 


Hy 
GT) + = G(T,0) (8.2.22a) 
/Se F 
HT) = VoTe 1 - 本 (8.2.22b) 


可 见 二 流体 模型 准确 预言 了 临界 磁场 的 温度 依赖 关系 ,同时 说 明 #, 和 Te 近似 
满足 相同 的 同位 素 关系 . 将 方程 (8. 2. 22a) 两 边 对 温度 求 导 ,我 们 同样 可 以 得 到 
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正常 态 和 超 导 态 入 与 温度 之 间 的 关系 : 
5,(7,0) - $,(7,0) = - Yaoh, (8.2.23a) 

dH. 
L = TS,(7,0) - $5,(7,0)] = - VThoh., 77 (8,2.23b) 


dT 
在 临界 温度 Te 时 ,A(T。) =0,5,(7T6,0) = 5,(7c,0) ,4=0, 所 以 没有 潜 热 发 
生 , 正 常态 - 超 导 态 相 变 属 于 二 级 相 变 . 在 临界 温度 Te 以 下 ,由 (7) >0， 
dH.(7)《d7<0, 因 而 S.(7,0) >S,(7,0), 必 >0, 这 个 结果 表明 超 导 态 的 精 小 于 
正常 态 的 炉 , 超 导 态 处 于 更 为 有 序 的 状态 . 此 时 正常 态 - 超 导 态 相 变 属于 一 级 
相 变 
由 上 述 的 热力 学 关系 ,我 们 还 可 以 讨论 超 导 态 和 正常 态 的 比热容 差 ; 


Eid FLA 
ps CTO) COTO) = VRH dt: » yr, 8.2. 
AC = C7,0) - C,(T,0) = Vrh, + val 7] (8.2.24) 


特别 是 在 没有 磁场 的 情况 下 ,T= Tc ,4, =0, 这 时 ， 


dd 
C = Vropo[ Se 8.2.25 
A wn (8.2.258) 
ac 
ce =2 (8.2.25b) 


预示 了 比热容 在 超 当 转变 温度 处 有 一 个 突变 ,比热容 突变 与 正常 比热容 之 比 为 
2 , 比 BCS 的 理论 预言 2 43 略 小 . 


三 、London 叭 表 理 论 柑 卉 


超导体 最 为 明显 的 物理 性 质 是 其 电阻 率 在 超 导 相 变 温度 以 下 的 完全 消失 ， 
这 个 性 质 虽 然 惊人 ,但 它 并 不 能 对 超 导 态 的 形成 机 制 给 予 更 多 的 解释 . 而 1933 
年 Meissner 和 Ochsenfeld 在 柏林 观测 到 的 超导体 的 完全 抗 磁性 性 质 将 超导体 的 
超 导 表 面 屏蔽 电流 与 抗 磁 性 联系 在 了 一 起 . 不 过 超导体 的 瞬时 磁 通 排斥 效应 原 
则 上 是 一 个 过 分 简单 的 物理 图 像 ,因为 金属 中 的 电流 来 源 于 电子 的 流动 ,电子 之 
间 的 排斥 作用 使 得 任何 表面 电流 层 不 可 能 无 限 的 注 . 同样 超导体 对 外 加 磁场 响 
应 导致 的 表面 屏蔽 电流 也 不 可 能 在 超导体 表面 无 限 注 层 中 流动 . 因为 超 导 电流 
是 由 磁场 导致 的 ,如 果 表 面 超 导 电 流 分 布 在 表面 有 限 的 厚度 的 话 , 那 么 磁场 必定 
在 相同 的 厚度 尺寸 内 穿 透 超导体 表面 ,这 个 尺度 通常 称 为 超导体 的 穿 透 深度 
ACT). 

磁场 有 与 超 导 电 流 密度 J, 之 间 的 关系 最 早 是 由 德国 科学 家 F. London 和 
H. London 于 1935 年 在 英国 发 现 的 . Londons 的 工作 表明 ,为 了 使 理论 框架 与 超 
导体 外 磁感应 强度 有 限 而 超导体 内 磁感应 强度 为 零 的 实验 结果 相 一 致 , Maxwell 
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方程 必须 补充 下 列 超导体 的 状态 方程 : 

有 =-Vx[4.(7)J,] (8.2.26) 

参数 4,(7) 与 电子 质量 严 , 电 子 电荷 量 。 及 超 导 电 子 密度 ",(7) 的 关系 可 以 表 
达 为 4, = mm,(7)e 由 及 = Y x4, 方 程 (8. 2.26) 也 可 以 写成 另外 一 种 形式 ， 

4 =- A(T). (8.2.27) 

对 于 超导体 而 言 , 这 个 关系 取代 了 正常 金属 中 的 电场 与 电流 之 间 的 欧姆 定 

律 , 结合 (8.2.26) 式 和 Maxwell 方程 的 xB =jpo],, 得 到 

FP 


= 一 (8.2.28a) 
ACT 
对 于 平行 于 磁场 的 超导体 - 真空 界面 ,满足 Meissner 效应 的 物理 解 为 
B(z) = Boexp[ - s/AL(T)] 《8.2.28b) 


其 中 B 是 界面 处 的 磁场 ,z 表示 超导体 内 距离 表面 的 深度 ,(8. 2. 28b) 表明 磁场 
在 超导体 表面 指数 训 减 , 而 London 磁场 穿 透 深度 A,(7) = [mon,(7)e] 2 则 
是 超导体 的 衰减 特征 长 度 , 考虑 到 超 导 电 子 浓度 与 温 讶 的 关系 ; 
mT) = nll (T/T)') 

可 知 Ai(T) =At(O)[1- (TT) 

方程 (8. 2, 28a) 和 (8, 2, 28b) 虽然 是 从 唯 象 模型 得 到 的 ,但 在 旺 子 层次 也 具 
有 深刻 的 物理 意义 ,并 且 对 超 导 电 性 的 基本 理论 的 形成 起 到 了 重要 的 作用 , 根据 
London 的 推理 ,我 们 可 以 将 电磁 场 下 的 电子 准 动量 写成 

P= mu -oh (8.2.29a) 

忌 表示 超 导 电子 的 速度 , 假定 在 没有 外 场 的 情况 下 , 超 导 电 子 凝聚 在 准 动量 为 
零 的 基态 上 ,在 外 场 作用 下 超 导 电 子 的 空间 速度 则 由 下 式 给 出 


v= A (8.2, 29b) 


由 电流 公式 了 = -n,(7)e《w,) 可 以 得 到 方程 (8.2.27), 如 果 对 方程 (8.2.27) 两 
边 取 时 间 的 导数 ,结合 选取 London 规范 Y ， 4 =0, 可 以 得 到 
E=A(7T)j, (8.2.30) 
该 结果 表达 的 正 是 超 导 电 子 的 理想 导电 性 质 , 由 此 可 见 ,由 London 方程 不 仅 可 
以 得 到 超导体 的 Meissner 效应 ,而 且 也 可 以 得 到 超导体 的 理想 导电 性 质 
London 方程 的 上 述 推理 对 超 导 电 性 的 形成 机 理 有 着 重要 的 启发 , 它 表明 超 
导电 性 米 源 于 传导 电子 在 零 动量 基态 上 凝聚 ,而 实质 是 金属 中 的 传导 电子 能 够 
进行 玻 色 子 类 型 的 凝聚 ,到 了 超时 状态 . 虽然 这 种 凝聚 与 作为 费 米子 的 电子 的 统 
计 性 质 似乎 相互 矛盾 ,但 在 合适 的 吸引 相互 作用 下 配对 的 电子 可 以 表现 出 玻 色 
子 的 性 质 . 1957 年 由 Bardeen ,Cooper, Schrieffer 发 表 的 著名 的 BCS 超 导 理 论 就 
结合 了 重要 的 理论 要 素 对 实验 观察 结果 给 予 了 统一 的 解释 . 
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四 、Pippard 斐 局 域 理论 扩展 


A,B. Pippard 等 在 对 大 其 非 纯 超 导 样品 实验 测量 的 基础 上 发 现 穿 透 深度 与 
电子 的 平均 自由 程 有 明显 的 依赖 关系 (图 8. 2. 1). 


CE EL 
10%Wem 


图 8.2.1 超导体 机 穿 遂 深度 与 电子 的 平均 自由 程 1 之 间 的 关系 
对 于 超导体 热力 学 性 质 只 有 百 分 之 几 影 响 的 挫 杂 浓度 可 以 改变 穿 透 深度 一 两 
倍 , 这 样 的 实验 事实 很 难 用 London 模型 加 以 解释 ,因为 London 模型 中 的 穿 透 深 
度 人 只 于 超 导 电 子 浓度 有 关 , 与 散射 过 程 无 关 , Pippard 认为 这 种 现象 与 金属 材 
料 中 的 奇异 趋 肤 效应 类 似 ,那里 当 金 属 的 平均 自由 程 与 趋 肤 深度 相当 时 , 趋 肤 深 
度 也 会 强力 地 随 着 平均 自由 程 而 变化 , 由 于 正常 金属 中 的 奇异 趋 肤 效应 可 以 通 
过 将 欧姆 定律 推广 为 空间 非 局 域 的 Chambers 表达 式 加 以 解决 : 
UA op -lr-rl/) 
(8.2.31) 
其 中 上 代表 电子 的 平均 自由 程 ,o 代表 直流 电导 率 . Pippard 认为 空间 局 域 的 
Tondon 方程 4 = - A,J, 应 该 类 似 地 圭 代 为 下 列 空间 非 局 域 的 电流 密度 与 矢量 
势 关系 ; 


Um) = a fdr 


Jarp( -1 6) 

(8.2.32) 
其 中 是 一 个 归 一 化 系数 ,# 是 超导体 的 相关 长 度 . 与 London 方程 一 样 ,这 里 假 
定 矢量 势 是 横 场 . 类 似 于 Chambers 关系 ,假定 上 述 表 达 式 中 只 有 参量 上 依赖 于 
金属 的 平均 自由 程 ,那么 对 于 纯净 的 超 导 样品 的 低频 响应 ,如 果 很 小 的 话 , 方 
程 应 该 回 到 原来 的 London 方程 ,由 此 得 到 


2 (8.2.33a) 


4 
an 
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名 是 纯净 超 导 样 品 的 上 值 . 这 样 电 流 密度 表达 式 可 以 写成 
JUrD =- Rr A 
(8.2.33b) 
从 上 述 方 程 可 以 得 知 ,即使 是 纯净 的 超 导 样品 = 名 ,原则 上 电流 密度 与 矢量 势 
之 间 的 关系 也 是 非 局 域 的 
对 于 纯净 的 超导体 诸如 锣 , 锡 等 ,相关 长 度 名 近似 在 10“ cm 数量 级 , 但 是 
对 于 非 纯净 的 超导体 ,# 要 小 得 多 . Pippard 发 现 ,如 果 假 定 下 列 《 与 平均 自由 程 
的 依 损 关系 , 穿 透 深度 的 实验 结果 就 可 以 得 到 很 寻 的 拟 合 : 
1 1 1 
a 
这 里 a 是 一 个 丙 近 ! 的 经 验 系数 ,! 是 金属 的 平均 自由 程 . 当 1 趋 近 于 零 时 , 式 
《8. 2. 34) 表 明 杂 质 散 射 下 的 相关 长 度 可 以 连续 地 从 名 过 渡 到 0, Pippard 认为 纯 
净 超导体 中 的 相关 长 度 应 该 由 量子 力学 中 的 不 确定 关系 决定 , 即 
3 
” ap A(T) 7 
大 家 以 后 从 超 导 电 性 的 BCS 理论 将 会 知道 ,A(7) 就 是 超 导 能 脐 , 而 相关 长 度 的 
精确 表达 式 为 


《8.2.34) 


(8.2.35a) 


hwy hy 

5 C0 hee mm 

为 了 讨论 Pippard 公式 的 物理 意义 ,我 们 有 必要 在 一 定 的 边界 条 件 下 求解 
真空 超 导 界 面 附近 的 磁场 分 布 , 由 于 处 理 空间 非 局 域 的 Pippard 方程 要 比 局 城 
的 London 方程 复杂 得 多 ,精确 解 只 在 平板 和 平行 磁场 下 可 以 得 到 , 结果 表明 磁 
场 只 能 在 超导体 的 表 而 存在 ,证 实 了 Meissner 效应 的 实验 结果 . 同时 ,在 极限 情 


况 , 我 们 有 
Ai rs, 村 全 从 (8.2. 36a) 


A a el (8.2.36b) 


《8.2.35b) 


这 些 结果 说 明了 在 6 << 和 区域, 强力 地 依 巾 于 电子 的 半 均 自由 程 ,可 以 用 来 解 
释 图 8.2. 1 的 实验 结果 , 而 在 相反 的 极限 区 域 上 > 入 , 穿 透 深度 很 容易 大 大 地 超 
过 London 方程 预言 的 结果 , 这 丙种 极限 的 结果 都 得 到 了 星期 实验 观察 的 证 实 ， 
这 种 电流 密度 ,矢量 势 非 局 域 关系 后 来 也 由 超 导 电 性 的 微观 理论 得 以 推导 ,虽然 
形式 有 所 不 同 . 
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五 、Ginzburg -Landau 理论 


到 目前 为 止 , 我 们 对 各 种 物理 现象 的 讨论 基本 建立 在 均匀 超导体 这 样 的 假 
定 上 ,并 且 超导体 对 外 场 的 响应 是 线性 的 . 但 是 这 并 不 意味 着 超导体 中 所 有 的 物 
理 现象 都 有 这 种 特性 . 实际 上 处 于 磁场 中 的 超导体 ,不 仅 磁场 在 超导体 表面 迅速 
衰减 , 超 导 电 子 的 浓度 在 空间 分 布 也 是 不 均匀 的 为 了 描述 这 类 物理 现象 ,V. 
Ginzburg 和 工 . D. Landau 在 1950 年 将 London 理论 进行 了 推广 以 解释 超 导 电 子 
浓度 在 空间 变化 的 情形 , 虽然 Cinzburg-Landau 理论 原则 上 是 一 个 唯 象 理论 ,但 
是 上 PGorkov 从 微观 的 BCS 理论 出 发 ,通过 引入 格林 函数 方法 将 BCS 理论 扩 
展 到 空间 非 均 匀 情 况 , 并 在 超 导 相 变温 度 附 近 得 到 Cinzburg-Landau 理论 ,从 而 
使 该 理论 建立 在 了 微观 理论 的 基础 之 上 
与 量子 力学 中 的 波 函 数 类 似 ,我 们 假定 超 导 电子 的 空间 分 布 可 以 用 波 函 数 
更 (7) 来 描述 , 超 导 电 子 密度 m =21Y(r,0) 中 ,由 此 可 知 , 超 导 温度 以 上 (7) = 
0; 超 导 温度 以 下 随 温度 下 降 而 增加 , 在 空间 均匀 情况 下 ,Y(r) 与 空间 位 置 无 关 . 
按照 Ginzburg-Landau 理论 的 假定 ,金属 的 超 导 态 与 正常 态 的 自由 能 差 可 以 用 
(mr) 展开 为 泰勒 级 数 : 


FOT) = FAT) -PCT) = a(T) 1 yl #8(7) 1 yl (8.2.37) 
在 平衡 态 条 件 下 ,系统 能 量 取 极 值 : 


< = a( DY' +B(7) 1 yl'y =0 (8.2.38a) 
由 此 得 到 
= -A 
BAL Fr (8.2. 38b) 
超 导 态 电子 相对 于 正常 态 电子 的 凝 皮 能 密度 为 
oy 玫 
AD = -2 BD -246ATY (8.2.39) 
根据 London 方程 穿 透 深度 的 定义 ,Ai( 7) < ln re 
1 wT) 1 = y 2. 
(7) Y(0)1 | (8.2.40) 


其 中 A。 是 绝对 零度 时 的 穿 透 深度 , 利用 穿 透 深 度 和 临界 外 场 , 得 到 
名 大 CTDYA2CT) 


7) = fe (8.2.41a) 
HTV 
B(T) = 和 (8.2.41b) 


这 样 ,Ginzburg-Landau 理论 在 二 级 近似 下 的 唯 象 系数 均 可 以 从 实验 测量 值 中 得 
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到 ,在 超 导 相 变 温度 附近 ,a(7T) < - (1 -7/7。);B(7) 近 似 为 一 个 常量 . 

当 超 导体 处 于 外 场 作 用 下 ,除了 上 述 均匀 超导体 体系 存在 的 凝聚 能 之 外 , 空 
间 各 处 超 导 性 能 的 不 同 导致 了 超 导 电子 密度 梯度 能 或 动能 项 的 出 现 ,该 项 可 以 
写成 水 | 入 WT) -了 4Y(r,D | .实际 上 在 Ginzburg 和 Landau 提出 该 理论 
时 并 不 知道 9W 的 物理 实质 ,只 是 在 BCS 理论 发 表 之 后 ,人 们 才 知 道 超 导电 性 
的 出 现 是 由 于 电子 在 吸引 相互 作用 下 形成 库 柏 对 东 缚 态 的 结果 ,而 4= -2e， 
人 =2 m 正 好 反映 了 库 柏 对 的 电荷 和 质心 质量 . 

考虑 到 磁场 能 之 后 , 超 导 态 相对 于 正常 态 的 总 的 自由 能 差 可 以 写成 


F(T,H) =f{ 友 |2 Vr2Ayl tal y+ 


1 a 
361 Vl + ham dA] (8.2.428) 


其 中 ,第 一 项 是 超 导 电 流 的 动能 项 ,第 二 ,第 三 项 是 超 导 电 子 凝 取 能 ,第 四 项 是 磁 
场 能 ,第 五 项 是 极 化 能 : 妃 为 外 加 磁场 ,Br) 为 厂 感 应 强度 ,M(r) = [B(7)/po 
有] 为 超导体 的 极 化 密度 为 了 简单 起 见 ,我 们 考虑 平 而 边界 情形 取 边 界 法 线 
方向 为 : 轴 ;4 和 J 的 矢量 方向 为 * 轴 ;外 磁场 方向 为 y 轴 . 在 上 述 给 定 的 实验 条 
件 下 ,(8. 2. 42a) 可 以 简化 为 

ws) | ae 


i [本 [do 12e 
PCD [本 人 (到 人 ( 
1 day po PE 
jl yl + (区 + 的 4d} (8.2,42b) 
对 Rr 


: 
oF 全 w+ 加 [ ay+Bl vl]y (8.2.43a) 


A (8.2.43b) 


从 这 些 方程 ,我 们 可 以 定义 超导体 中 两 个 重要 的 相关 长 度 (7) .A(7) ,它们 分 
别 代 表 了 超 导 序 参 节 和 磁场 在 空间 发 生 显著 变化 的 特征 尺度 : 


超 导 相关 长 度 《7) = i (8.2.44a) 
= 
磁场 穿 透 深度 A(T) EPE (8.2.44b) 


在 一 定 的 边 输 条件 下 ,我 们 可 以 求解 上 述 相互 耦合 的 非 线性 微分 方程 . 由 此 得 到 
的 超导体 - 正常 金属 界面 处 的 序 参量 和 磁场 在 空间 的 典型 分 布 如 图 8. 2. 2 所 示 . 
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ER 凤 


汪 


四 


闻 8.2.2 磁场 和 序 参量 在 正常 金属 - 超导体 界面 附近 的 行为 
(>A Ch) fe 

在 超导体 一 边 , 序 参量 在 超导体 深 处 趋 于 常量 而 磁场 被 完全 屏 南 ; 在 正常 金属 
一 边 , 超 导 序 参 其 快速 下 降 而 磁场 强度 同 时 快速 上 升 因为 正常 金属 没有 Meisner 
效应 ,在 正常 金属 中 之 所 以 超 导 序 参 其 仍 为 一 衰减 的 小 量 ,是 因为 超 导 的 Cooper 对 
可 以 从 超导体 一 边 渗透 到 正常 金属 一 边 , 即 所 谓 的 临近 效应 (proximity effect)， 

不 同 的 超导体 的 相关 长 比 和 穿 透 深度 的 相对 大 小 是 不 一 样 的 ,传统 超导体 
大 至 可 以 分 为 两 类 ;#(7) > A( 7) 的 称 为 第 一 类 超导体 ,忽略 表面 效应 ,外 磁场 
下 的 超导体 在 及 < 及 时 完全 排 床 外 加 磁场 处 在 超 导 的 Meissner 态 , 当 刀 > 及 时 
则 处 在 正常 态 ;而 6(7) < 和 (7) 的 称 为 第 二 类 超导体 ,这 类 超导体 存在 两 个 临界 
磁场 Ha ,Ha, 当 上 <H 时 ,超导体 处 于 超 导 的 Meissner 态 , 磁 场 被 完全 排斥 在 超 
导体 之 外 ;1H。 < 用 <Hs 时 ,超导体 处 于 磁 通 阵列 态 ,这 时 外 加 磁场 以 伍 通 量子 的 
形式 在 超导体 形成 六 角 格子 , 磁 通 线 部 分 有 正常 金属 成 分 ,但 整个 超导体 的 超 导 
电 性 仍然 保持 ; 当 及 > Ha 时 ,整个 超导体 失去 超 导 电 性 变 为 正常 态 . 之 所 以 存在 
不 同 的 超导体 类 型 是 由 于 超导体 - 正常 金属 表面 能 的 正 负 导致 的 ,对 上 述 表面 
态 的 计算 很 容易 得 到 超导体 - 正常 金属 界面 能 的 表达 式 : 
Sg, ~) (8.2.45) 
由 此 可 见 ,第 一 类 超导体 的 界面 能 为 正 ,不 利于 形成 超导体 - 正常 金属 界面 ;第 
二 类 超导体 的 界面 能 为 负 ; 有 利于 形成 超导体 -正常 金属 界面 . 

利用 上 述 Cinzburg-Landan 理论 以 及 鞭子 力学 知识 ,我 们 很 容易 理解 磁 通 二 
了 化 的 起 因 . 类 似 于 量子 力学 中 的 波 耳 数 ,从 上 述 超 导 电 子 的 波 函 数 分 布 ,我 们 
可 以 得 知 超导体 中 的 电流 分 布 : 


5) = [Ev ae) ye + (hv +2eA)Y] (8.2.46) 
为 了 下 面 讨论 方便 ,将 复 波 函 数 用 其 幅度 和 相位 米 表 示 ; 
lr) = Vplrjexp(ip) (8.2.47a) 


av 


代 人 电流 表达 式 ,得 到 
JUz) = 


(8.2.47b) 
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我 们 将 方程 (8.2.47b) 应 用 到 如 图 8. 2. 3 所 示 的 多 连通 的 超导体 的 内 部 . 

Meissner 效应 告诉 我 们 超导体 深 处 不 存在 
任何 磁场 . 由 于 电流 密度 产生 磁场 ,因而 超 
导体 只 可 能 在 其 表面 存在 电流 ,而 超导体 
内 部 深 处 电流 密度 必须 为 零 . 这 样 在 超 导 
体内 部 , 超 导 波 函数 的 相位 与 矢量 势 之 间 
必然 存在 下 列 关 系 声 Y p = -2e4. 对 于 环 
型 超导体 ,如 果 对 该 式 沿 环 进行 闭合 积分 
可 得 


2e 
pp RD (8.2,48) 几 8.2.3 超时 体 环 


其 中 四 是 穿 过 环 型 超导体 所 包围 区 域 的 磁 通 , 如 果 超 导 波 函数 在 环 型 超导体 中 
是 连续 函数 的 话 , 则 P; - 9 2nrm, 因而 磁 通 只 能 取 四 = (h/2e)n, ,=h/2e 
称 为 磁 通 量 子 , 上 述 磁 通 盟 子 化 理论 的 预言 已 由 实验 验证 ,并 且 9 = -2e, 从 而 
证 实 了 Cooper 对 的 存在 和 BCS 理论 的 正确 性 
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一 、Josephson 扑 应 


有 了 前 两 节 的 准备 知识 后 ,下 面 我 们 可 以 来 讨论 与 超 导 电 性 的 宏观 量子 效 
应 密切 相关 的 Josephson 效应 , Josephson 效应 来 自 于 Josephson 习 联 结 中 的 量子 
干涉 效应 ,这 种 弱 联 结 形式 多 种 多 样 ,可 以 是 两 个 超导体 通过 -个 薄 绝 缘 层 或 者 
正常 金属 相互 接触 ,也 可 以 是 -个 针 状 超导体 直接 压 在 一 个 半 板 超导体 上 ,典型 
的 超 导 弱 连接 类 型 如 图 8. 3. 1 所 示 . 

Josephson 认为 该 效应 来 源 于 Cooper 对 在 两 个 超导体 之 间 的 隧 穿 过 程 , 这 种 
脱 穿 即使 两 个 超导体 不 存在 任何 电势 差 也 同样 发 生 . 除了 Cooper 对 的 隧 穿 过 程 
外 ,在 超导体 中 人 们 感 兴趣 的 另外 一 类 隧 穿 过 程 涉及 正常 准 粒 子 从 一 个 超 导 休 
通过 绝缘 体 向 另外 一 个 超导体 的 隧 穿 过 程 ,在 这 类 过 程 中 伴随 着 超导体 中 准 粒 
子 的 产生 和 潭 灭 . 但 是 在 Josephson 效应 里 不 涉及 净 的 准 粒子 的 输 运 ,因而 在 下 
面 的 讨论 中 ,我 们 将 只 介绍 直流 和 交流 Josephson 效应 ,而 不 再 讨论 正常 准 粒子 
的 隧 穿 效 应 , 

有 关 Josephson 效应 的 基本 想法 就 是 Cooper 对 波 函 数 的 相位 相干 问题 ,这 
个 问题 在 上 一 节 磁 通 量子 化 中 已 有 所 讨论 与 传统 束缚 态 不 同 的 是 Cooper 对 的 
束缚 能 量 很 小 ,在 meV 量 级 ,束缚 着 的 两 个 电子 在 空间 的 械 离 大 致 在 相干 长 度 
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超导体 1 氧化 旁 傅 。。 超导体 2 
E73 
加 
超导体 1 a 超导体 2 
正常 金属 
3 能 四 导 临近 层 
四 
超导体 1 超导体 2 
EL 


人 


图 8.3. 1 几 种 典型 的 Jovephwon 超 导 能 连接 类 型 
《9 超导体 -她 绿 体 -超导体 结 《b) 超导体 -金属 -超导体 结 (se) 超导体 - 隐 蹇 体 - 超导体 结 

尺度 上 , 由 于 Cooper 对 中 的 两 个 电子 距离 较 大 ,因而 不 同 的 Cooper 对 在 空间 是 
相互 交 司 在 一 起 ,这 就 导致 了 不 同 Cooper 对 之 间 很 强 的 相关 作用 ,从 而 使 得 超 
导体 中 所 有 Cooper 对 的 相位 相干 ， 

考虑 由 两 个 相同 的 超导体 和 一 个 绝 缘 层 构成 的 Josephson 结 , 如 图 8. 3. 2 所 
示 ,z 轴 重 直 于 Josephson 结 ,绝缘 层 在 xy 平面. 我 们 先 讨论 没有 磁场 的 情形 ,这 
时 由 于 波 函 数 在 结 区 平面 内 和 两 个 超导体 中 均匀 不 变 ,处 理 起 来 相对 简单 一 些 . 
绝缘 体 的 作用 是 使 两 边 的 超导体 相互 隔离 ,各 自 处 于 自己 的 相位 状态 ,同时 只 多 


图 8.3.2 平面 Joephaon 结 
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许 微 避 的 隧 穿 过 程 . 假定 超导体 的 温度 足够 低 , 所 有 电子 均 已 形成 Cooper 对 ,这 
样 我 们 可 以 用 波 函 数 来 描述 Cooper 对 的 空间 运动 . 设 绝缘 体 左 端 超导体 由 波 函 
数 上 描述 ,绝缘 体 右 端 超 导体 由 波 函数 ww 描述 ,如 果 绝缘 体 足 够 厚 以 至 于 两 
个 超导体 之 间 不 存在 任何 耦合 的 话 , 则 两 个 超导体 分 别 由 Schridinger 方程 
描 


-A yp Ep, (8.3.1a) 
Da 
-二 yp, = oy (8.3. 1b) 


其 中 肌 .、H 分 别 是 绝 绿 体 左 端 和 右 端 超导体 的 哈密 顿 量 ,5,、E, 是 它们 对 应 的 

本 征 值 . 然而 ,如 果 绝 缘 层 不 是 那么 厚 的 话 ,Cooper 对 就 可 以 从 一 个 超导体 隧 穿 

到 另外 一 个 超导体 ,这 时 描述 两 个 超导体 的 Schrbdinger 方程 就 必须 考虑 它们 之 
间 的 耦合 : 

-4 + Cw, (8.3.2a) 

-上 ay 

i 

这 里 C 是 两 个 超导体 之 间 的 粳 合 系数 , 它 依赖 于 绝缘 体 的 能 带 结构 和 厚度 . 

因为 我 们 主要 对 Josephson 结 在 外 加 电压 下 的 响应 行为 感 兴趣 ,假定 两 个 超 

导体 之 间 的 电压 差 为 V, 则 超导体 的 哈密 顿 有 下 列 关系 ; 


= EW + CW, (8. 3,2b) 


E-E. = 2ey (8.3.3) 
将 波 函 数 的 表达 式 (8. 2 47a) 代 入 (8, 3,2) ,分 离 运动 方程 的 实 部 和 虚 部 后 得 到 
= 3 Vein(p ~ pu) (8.3.44) 
Op wa) 20V 
er (8.3.4b) 


由 电荷 守 衡 条 件 可 知 , 超 导电 荷 密度 随时 间 的 变化 应 该 正比 于 超 导 电 流 密度 , 因 
而 赚 穿 电流 为 


J = Jising (8.3. 5a) 
dp 20) 
8 (8.3.5b) 
对 式 (8.3. 5b) 进行 积分 ,我 们 得 到 
pl) = po +E fda (8.3. 6a) 


人 3. 58) 和 方程 (8. 3. 6a) ,我 们 得 到 了 Josephson 结 中 隧 穿 电流 密度 
一 般 表达 式 : 
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J = osin( po + 人 vae) (8.3, 6b) 


当 直 流 和 高 频 交 流 电 压 同 时 存在 时 ,Josephson 结 有 着 非常 有 趣 的 实验 现 
象 . 考虑 高 频 交流 电压 远 远 小 于 直流 电压 的 情形 ,这 时 总 的 电压 可 以 写成 


Vt) = Voe + Vccos(wt), Ve & Voe (8.3.78) 
代入 电流 密度 的 表达 式 ,可 知 
Jain(w + Pet + oe on ol) (8.3.7b) 


考虑 到 Vc 很 小 ,sin(x* +e) = sin x + ecos x*,s <ex 通过 结 区 的 电流 密度 可 以 展 
开 为 


1 = osin( go + eet ) + sin wt eos po + 2 Fa) (8.3.8) 


对 于 通常 的 直流 电压 ,2eVoc/h 代表 非常 高 频率 的 电流 ,而 sin * 函数 震荡 很 快 ， 
因此 第 一 项 平均 下 来 为 零 除非 we =0. 

第 二 项 平均 下 来 一 般 也 为 零 除非 高 频 交流 频率 与 直流 电压 满足 一 定 的 关 
系 , 为 了 找 出 对 应 关系 ,我 们 将 式 (8, 3.8) 第 二 项 改写 为 


oo 


(8.3.9) 
方程 (8, 3. 9) 的 第 二 项 的 平均 值 只 在 w = 2eyoc/ 有 i 时 有 非 零 结果 ,这 时 
《sin?wt) =0.5 ,我 们 可 以 观察 到 有 限 的 电流 , 上 面 我 们 只 考虑 了 交流 信号 的 一 
次 项 ,如 果 做 交流 信号 的 泰勒 展开 ,这 时 在 满足 nw =2eVoc/h 的 所 有 直流 电压 什 
处 均 能 得 到 类 似 的 结果 ,这 种 出 现 非 零 电 流 的 直流 台阶 称 为 Shapiro 台阶 , 如 果 
保持 直流 电压 不 变 对 频率 进行 扫描 的 话 ,对 于 一 个 给 定 的 直流 电压 值 我 们 通过 
Shapiro 台阶 的 出 现 与 理 总 是 可 以 找到 一 个 频率 值 . 由 于 频率 的 测量 可 以 做 得 非 
常 精确 ,因而 交流 Josephson 的 Shapiro 台阶 为 我 们 提供 了 一 个 精确 测量 直流 电 
压 的 方法 , 图 8. 3. 3 显示 的 是 由 Sn-SnO-Pb 构造 的 Josephson 结 在 远 红外 辆 射 下 
的 电流 -电压 关系 ,从 中 不 仅 可 以 清楚 地 看 到 Shapiro 台阶 ,而 且 可 以 看 到 声 子 
辅助 的 隧 穿 台阶 . 

除 此 之 外 ,直流 Josephson 效应 也 可 以 很 容易 地 从 (8. 3. 7b) 式 中 得 到 


1 = osin( po + hoe) (8.3.10) 
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496 km Mo 
样本 Sn-SnO-Pb 


几 8.3.3 远 红外 辐射 下 的 Jorephson 结 的 7-Y 南 线 ,a = Vc/hew,V, =24e 


如 果 Voc #0 的 话 , 隧 穿 电流 平均 值 为 零 ; 如 果 Voc =0 的 话 , 隧 穿 电流 一 般 不 为 
零 . 这 个 效应 有 趣 的 一 面 是 有 外 加 电压 的 情况 下 没有 隧 穿 电流 ,而 没有 外 加 电压 
的 时 候 则 有 有 限 的 隧 穿 电流 ， 

下 面 我 们 讨论 处 于 磁场 中 的 Josephson 结 ,假定 磁场 沿 着 y 方向 ,矢量 势 沿 
着 * 方 向 ,哈密 顿 在 x 轴 方 向 不 再 是 一 个 均匀 函数. 考虑 上 述 特点 之 后 ,重复 上 
述 的 推导 ,可 得 下 纠结 果 : 


Ux) = Josin (p(x,t) ) (8.3. 11a) 
Ap(xst) 

(8,3, 11b) 

p(t) 2eAp (8.3.11e) 


四 Ls 


A=AL+An+d, 其 中 和 ,A 是 左右 两 个 超导体 的 穿 透 深度 ,4 是 绝缘 体 层 的 厚 
度 . 对 平面 结 积分 后 得 到 隧 罕 电流: 


hr sin 
1(H,) = [fe) = /0) - 需 ssin po (8.3,12) 


Go = hv2e 是 磁 通 量子 ,1c(0) = JoL,L,, 中 =AL,H, 是 穿 透 到 Josephson 隧道 结 中 
的 磁 通 基 . 可 见 人 及, ) 的 绝对 值 具有 光学 单 孔 成 像 中 的 衍射 现象 ,在 四 为 bi 的 
整数 倍 时 具有 极 大 值 ,这 种 现象 称 为 Josephson 结 中 的 Fraunhofer 衍射 , 它 可 以 
用 来 较 精 确 地 测量 磁 通 量 的 大 小 . 
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二 、 趋 叶 量 子 和 干涉 仅 


超 导 基 子 干涉 仪 是 根据 上 述 类 似 宏观 量子 现象 设计 的 , 它 的 主要 形式 由 两 
块 超导体 通过 弱 连 接 形成 环 路 ,由 于 Cooper 对 波 两 数 的 相位 相干 效应 ,通过 环 
路 的 磁 通 对 超 导 量子 干涉 仪 的 电流 进行 调制 ,展现 出 上 面 与 Josephson 结 中 出 现 
的 Fraunhofer 相似 的 干涉 效应 , 它 是 目前 最 为 灵敏 的 磁 强 计 和 电压 计 . 

图 8.3.4 是 双 结 超 导 量 子 干涉 仪 的 示意 赂 ,从 
第 一 个 超导体 流入 的 电流 通过 两 个 弱 连 接 隧 穿 到 
第 二 个 超导体 ,外 磁场 通过 超 导 量子 干涉 仪 的 空洞 
调节 两 个 超导体 的 空间 相位 ,从 而 影响 流 过 超 导 基 
子 干 涉 仪 的 电流 . 为 了 下 面 讨论 方便 起 见 ,我 们 做 
定 两 个 现 连 接 完全 对 称 ,同时 环 路 的 电感 可 以 忽 咯 jg 8 3 4 双 后 时 和 于 


不 计 . 在 这 些 近似 下 , 流 过 超 导 量 子 干涉 仪 的 电流 erp 
可 以 写成 流 过 两 个 Josephson 结 的 电流 之 和 
1 = 人 + (8.3.13) 


假定 流 过 超 导 量 子 干涉 仪 的 电流 小 于 其 超 导 隧 穿 临界 电流 ,那么 /1 完全 由 
Josephson 超 导 隧 穿 电流 承担 : 


1 = Masin po (8.3. 148) 
I = lonsin pn (8.3. 14b) 

因而 总 电流 可 以 写成 
1 = 1asin pl + lmsin pn (8.3.14e) 


虽然 对 于 独立 的 Josephson 绪 , 其 位 相差 是 相对 独立 的 ,但 当 它们 形成 闭合 回路 
后 ,情况 便 有 所 不 同 ,P, 和 w 与 外 加 磁 通 存在 -- 定 的 关系 : 


ye = 2 + 2m (8.3.15) 


"为 任意 整数 ;= 四, +1i 是 穿 过 孔洞 的 磁 通 量 , 它 包 括 外 加 的 磁 通 量 @。 和 环 
流产 生 的 磁 通 量 ,了 上 是 环 路 的 电感 ,i= ( 儿 ~ 14)/2 是 超 导 量子 干涉 仪 的 环 路 电 
流 , 将 上 述 表达 式 代入 方程 (8. 3. 14c) 式 有 


= Nosi Sin， 2 + a 
T= Jasin po + hon 加 + 匡 】 (8.3. 16a) 


i 3 {sin pe lasin[ po + Eo, + 加] (8.3.16b) 


一 般 来 说 ,方程 组 (8. 3. 16) 是 高 度 非 线性 的 ,只 能 通过 数值 计算 求 出 电流 
与 外 加 磁 通 和 相位 之 间 的 关系 . 但 是 在 环 路 电感 可 以 忽略 不 计 的 情况 下 ,方程 
(8. 3. 16a) 可 以 化 简 为 
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1 lasin po + Jsinfp + Yo.} (8.3.17) 
进一步 假定 两 个 Josephson 结 完全 对 称 ,利用 三 角 函数 关系 可 得 
mp mp, 
8.) = 21cees 人 | pt (8.3. 18a) 
其 极 大 值 为 
1 = 21 en) (8.3. 18b) 


人 随 四, 作 周 期 变化 ,周期 为 PB 它 的 极 大 值 1。= 21。, 极 小 值 为 零 . 上 述 公式 与 
扬 氏 狭 颖 的 干涉 条 纹 极 为 相似 , 

当 环 路 自 感 不 能 忽略 时 ,可 以 用 数值 方法 对 方程 (8. 3. 16) 进行 求解 ,结果 
表明 , 环 路 自 感 只 是 影响 电流 调制 幅度 ,但 不 影响 到 总 体 的 /。- 更 , 曲线 形状 . 
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上 面 我 们 只 是 对 超 导 电 性 做 了 一 个 非常 简单 的 介绍 ,其 实 从 超导体 发 现 以 
来 人 们 对 新 型 超导体 的 探求 就 从 来 没有 停止 过 ,除了 上 面 讨 论 的 传统 超导体 之 
外 ,人 们 还 对 重 费 米子 起 导电 性 也 进行 了 深入 细致 的 研究 ,另外 人 们 在 20 世纪 
70 年 代 在 氨 三 液体 系统 中 发 现 了 超 流 现象 , 80 年 代 高 温 超 导 电 性 的 发 现 更 使 超 
导电 性 的 研究 进入 到 一 个 新 的 高 潮 . 虽然 对 于 传统 超导体 已 经 存在 非常 成 熟 的 
理论 框架 来 描述 它 的 各 种 物理 性 质 ,其 物理 机 制 也 很 明确 ,如 自 旋 单 态 .* 波 配 
对 机 制 , 而 对 于 重 费 米子 和 高 温 超导体 的 配对 机 制 研究 至 今 仍 没 有 一 个 广泛 被 
人 接受 的 理论 框架 , 这 些 也 是 目前 物理 学 界 的 热门 研究 课题 ,有 待 进一步 的 实验 
和 理论 的 积累 和 总 结 . 
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第 一 章 晶体 的 结构 及 其 对 称 性 


1.1 石墨 层 中 的 碳 原 子 排 成 如 图 所 示 的 六 角 网 状 结构 . 试问 它 是 简单 还 是 
复式 格子 , 为 什么 ?作出 这 一 结构 所 对 应 的 两 
维 点 阵 和 初 基 元 胞 . 

1.2 在 正 交 直角 坐标 系 中 , 若 矢 量 R, = 
ty + bhiy vk 为 单位 向 量 ,4(i=1,2,3) 
为 整数 . 问 下 列 情况 属于 什么 点 阵 ? 

(a) 当 4 为 全 奇 或 爹 偶 时 ; 

(b) 当 14 之 和 为 偶数 时 ， 

1.3 在 上 题 中 若 4 +4+bh= 奇 数位 上 
有 负离子 ,1 + 1 + = 偶数 位 上 有 正 离子 , 问 
这 一 离子 晶体 属于 什么 结构 ? 习 昕 1.1 图 

1.4 (分 曾 证 明 , 面 心 立方 (fee) 和 体 
心 立 方 (bee) 点 阵 的 惯用 初 基 元 胞 三 基 矢 间 夹 角 相 等 ,对 fee 为 60", 对 bee 为 
109°27; 

(b) 在 金刚 石 结构 中 , 作 任 一 原子 与 其 四 个 最 近邻 原子 的 连 线 , 证 明 任意 两 
条 线 之 问 夹 角 9 均 为 weeos[ -让 ) =109%27. 

1.5 证 明 : 在 六 角 上 品系 中 密 勒 指数 为 (h,k 二 四 族人 中 为 

EE a a 


1.6 证 明 ; 底 心 正 交 的 倒 点 阵 仍 为 底 心 正 交 的 . 

1.7 证 明 ; 正点 阵 是 其 本 身 的 倒 易 点 阵 的 例 格子 

1.8 要 阵 作 图 说 明 点 阵 不 可 能 有 七 重 旋转 对 称 轴 
1.9 试 解释 为 什么 : 

(a) 四 角 ( 四 方 ) 晶 系 中 没有 底 心 四 角 和 面 心 四 角 点 阵 

《b) 立方 唱 系 中 没有 底 心 立方 点 阵 . 
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(e) 六 角 晶 系 中 只 有 简单 六 角 点 阵 . 
1. 10 证 明 : 在 氧化 钠 型 离子 晶体 中 蝇 面 族 (h,k,1) 的 衍射 强度 为 
1 + 有 1， 当 (h,k,4) 为 偶数 时 
I 1， 当 (h,k,1) 为 奇数 时 
0， 其 他 情况 
其 中 了 Vs 分 别 为 正 负离子 的 散射 因子 . 如 何 用 此 结果 说 明 KC1 晶体 中 用 人均 
为 奇数 的 衍射 消失 ? 
1. 11 试 讨论 金刚 石 结构 晶体 的 消光 法 则 . 
1.12 证 明 : 在 倒 易 空间 中 , 当 落 于 一 倒 格 矢 K, 垂直 平分 面 上 时 ,发 生 
布拉格 反射 
1.13 试 证 明 : 具有 四 面体 对 称 性 的 晶体 ,其 介 电 常量 为 一 标量 介 电 常量 : 
sw = Sob 
1.14 着 AB, 的 立方 结构 如 图 所 示 , 设 A 原子 的 
散射 因子 为 ,B 原子 的 散射 因子 为 及 ， 
(a) 求 其 几何 结构 因子 Pu = ? 
《b) 找 出 (A,k, 六 曲面 族 的 X 光 街 射 强度 分 别 在 
什么 情况 下 有 


+l 


lh -hl 


(6) 设 凡 =/, 问 衍射 面 指数 中 哪些 反射 消失 ? 试 举 出 五 种 最 简单 的 . 
1.15 在 某 立方 卓 系 的 铀 KX 射线 粉末 相 中 ,观察 到 的 衍射 角 0 有 下 列 
关系 : 


习题 1 14 图 


| 


sin 0, : sin 9, : sin 0, : sin 0, : sin 0, : sin 0,: sin 0,: sin Os 


= V3: a: 8: ViT: Via: Vi6: vig: Vi 
(a) 试 确定 对 应 于 这 些 衔 射 角 的 品 面 的 衍射 面 指数 ; 
(b) 问 该 立方 晶体 是 简单 立方 面 心 立方 还 是 体 心 立方 ? 
1.16 XX 射线 入 射 的 线 宽 ， 
假定 一 个 有 限 大 小 的 晶体 ,点 阵 结 点 由 R，= 了 4a, 确定 ,其 中 心 取 整 数 0， 
Yi -1 每 个 结 点 处 有 全 同 的 点 散射 中 心 . 散射 振幅 可 写 为 


se 
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sin? A AD) 


(a) 证 明 :散射 强度 1 I 
sin’ 3 (a, * Ak) 


Ak=k" 
(Ch) 当 i ， Ah=2mhi( hh, 为 整数 ) 时 ,出 现 衍射 极 大 值 , 画 数 si? 二 Ni(a 


Ak) 的 第 一 个 零点 定义 了 X 射线 衍射 的 半 线 宽 4,, 证 明 : 4， = 

(6) 对 于 一 个 无 限 大 的 晶体 ,Wi 一 m ,证 明 :1= 8e em， 

1.17 德 拜 - 瓦 蔓 (Debye - Waller) 因子 . 

假定 在 温度 了 下 ,晶体 中 的 原子 在 平衡 位 置 附近 作 独 立 的 微 振动 , 每 个 原 
子 的 位 置 可 表示 为 随时 间 的 起 伏 ,ri(t) =R + w(t) ,其 中 ,Ri 是 原子 的 平衡 位 
和 置 ,u(4) 表 示 位 置 随时 间 的 起 伏 . 这 样 几何 结构 因子 式 (1. 6.30) 中 的 每 一 项 可 


刁 为 加 -ea 人 sm we, 趟 中 (表示 攻 平 均 
(a) 试 证 明 : 入射 强度 1= perp 人 -二 Ce 人 


其 中 心 是 来 自 刚 性 点 阵 的 散射 强度 ,，( 忆 》 是 均 方位 移 ,指数 因子 称 为 德 
拜 - 瓦 勒 因子 ， 
(b) 假定 三 维 经 典 振子 频率 为 w, 原 子 质量 为 W, 试 证 明 : 
1 = hexp( ~ kTKI/Mw?) 


第 二 章 晶体 的 结合 
2.1 导出 NaCl 型 离子 蝇 体 中 排 床 势 指数 的 下 列 关 系 式 ， 


4 res x 18kR 
A 
a 


mn = 


一 《SI 单位 ) 
其 中 «为 体 变 模 量 . 设 已 知 NaCl 晶体 的 x =2,4 x10" N/m ,R=0.281 nm, 求 
NaCl 的 n=? 

2.2 带 +e 电 荷 的 两 种 离子 相间 排 成 一 维 晶 格 , 设 W 为 元 胞 数 ,BZR; 为 排 
斥 势 ,RR, 为 正 负离子 间 最 短 的 平衡 值 . 证 明 , 当 NN 很 大 时 有 : 

(a) 马 德 隆 常数 a =2In 2; 


(b) 结合 能 UCR) = -41 -二 


(6) 当 压缩 品格 时 ,R-Ru(1 - 8), 且 1, 则 需 做 功 于 C8 ,其 中 
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-DNn2, 
PE 2 2 

2.3” 基 子 固体 . 

在 量子 固体 中 ,起 主导 作用 的 排斥 能 是 原子 的 零点 能 ,考虑 曲 态 He 的 一 个 
粗略 一 维 模型 , 即 每 个 氨 原 子 局 限 在 一 段 长 为 上 的 线段 上 ,每 段 内 的 基态 波 函数 
取 为 半 波 长 为 上 的 自由 粒子 波 函 数 . 

(a) 试 求 每 个 粒子 的 零点 振动 能 ; 

(b) 推导 维持 该 线 不 发 生 膨胀 所 需 力 的 表达 式 ; 

(6) 在 平衡 时 ,动能 所 引致 的 膨胀 倾向 被 范 德 瓦 耳 斯 相互 作用 所 平衡 ,非常 
粗略 地 给 出 最 近邻 间 的 范 德 瓦 耳 斯 能 为 U(L) = - 164…10 ”erg, 其 中 三 以 em 
表示 , 求 上 的 平衡 值 . 

2.4 KCw 占 格 的 马 德 隆 常 数 

Cwm 是 人 工 合成 的 由 60 个 碳 原子 构成 的 足球 形状 的 大 分 子 ,由 Cu 构成 的 晶 
体 近似 具有 fee 结构 , 唱 格 常数 为 a=1.424 nm, 是 一 个 绝缘 体 , 当 Cw 晶体 挫 有 3 
个 原子 后 构成 KiCu ,其 中 一 个 K(1) 原子 处 在 八 面体 位 置 , 另 两 个 K(2) 原子 
处 于 四 面体 位 置 ( 如 图 所 示 ) ,该 晶体 材料 具有 超 导 转 变温 度 18 K. 如 果 K,Cu 晶 
体 可 以 近似 看 成 由 K “离子 和 Cis 离子 构成 的 离子 咒 体 , 试 编程 计算 K (1)、 
K* (2) ,Cis 离子 的 马 德 隆 常数 分 别 为 2. 919 5 .4. 070 7 .33. 183 0. 


第 三 章 品格 动力 学 和 晶体 的 热学 性 质 


3.1 在 同类 原子 组 成 的 一 维 点 阵 中 ,车 假设 每 个 原子 所 受 的 作用 力 左右 不 
同 ,其 力 常 数 如 下 图 所 示 相间 变化 , 且 B > B,. 试 证 明 : 在 这 样 的 系统 中 , 格 波 仍 
存在 着 声 频 支 和 光 频 支 , 其 格 波 频率 为 
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日 + Basin *( ga/2) 
[1 } 


习题 3.1 图 


3,2 具有 两 维 正方 点 阵 的 某 简单 品格 , 设 原子 质量 为 W , 晶 格 常数 为 ", 最 
近邻 原子 问 相互 作用 的 恢复 力 常数 为 ,假定 原子 垂直 于 点 阵 平面 作 模 振 动 , 试 
证 明 ; 此 二 维系 统 的 格 波 色散 关系 为 

Mw’ = 2c(2 - cos ga ~ cos g,a) 

3.3 求 : 

《a) 一 维 单 原子 点 阵 振动 的 声 子 谱 密度 p(w) ,并 作 图 ; 

(b) 一 维 双 原子 点 阵 振动 的 声 子 谱 密 度 p(w) ,并 作 图 

3.4 设 某 三 维 蝇 体 光 频 声 子 的 色散 关系 为 w(9) = ws - Ag, 试 证 明 ,其 声 
子 谱 密度 为 


FA 0) won < < wo 
Pl) an 0， > on 
0， we<w, 


式 中 won = wo -Yan 为 晶体 的 原 胞 数 . 

3.5 试用 德 拜 近似 讨论 问 类 原子 所 组 成 的 下 列 系统 的 低温 比热容 为 

(a) 在 一 维系 统 中 C,e 7 

(h) 在 二 维系 统 中 Cy x . 

3.6 设 某 特殊 二 维系 统 声 子 频率 w(k) = 49” , 试 证 明 ,此 系统 的 

(a) 平均 振动 能 量 正比 于 772; 

《b) 声 子 比 热 容 及 炳 正比 于 7。 

3.7 设 4 维 简单 品格 中 ,频率 w 与 人 成 正比 , 试 证 明 

(a) 简 正 模 ( 声 子 谱 ) 密 度 p(w) = Bag 

(b) 比热容 Cv = CT B.C 为 常数 . 

3.8 求 在 一 维 单 原子 链 中 ,w > ovw( 截止 频率 ) 格 波 的 阻尼 系数 a 与 w 的 
关系 . 

3.9 ”Grtineisen 常量 . 
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(a) 证 明 频 素 为 w 的 声 于 模 的 自由 能 为 和 Tin[ 2sinh ak] ; 
(5) 如 果 4 是 体积 的 相对 变化 , 则 晶体 的 自由 能 可 以 写 为 
lp inb[ M2 (9) 
F(A,T) = 二 B4| + h7 3 of2snt[ 党 分]} 


其 中 为 体积 强人 性 模 最 ,假定 w(9) 与 体积 关系 为 sg = - YA ,7 为 Crlneisen 


常量 ,如 果 认 为 y 与 模 4 无 关 , 证 明 , 当 84 = y 另 去 hu(9)eouh[ 世人)] 时 ,对 
4 ; 

于 4 为 极 小 ,并 证 明 利用 热能 密度 ,可 将 它 写 为 4 = YUC7)/B; 

(6) 根据 Debye 模型 证 明 : y= - 3 8 .其 中 0= hwo/h(hh 为 玻 卫 直达 
量 ). 

3.10 科恩 (Kohn) 反常， 

假定 作用 在 1 平面 上 总 的 力 为 方程 

LD A 

其 中 出 面 间 的 力 常量 C, 为 


式 中 4 和 后 为 常数 ,p 取 遍 所 有 整数 , 在 金属 中 可 能 有 这 种 形式 . 利用 此 式 和 出 
格 振动 方程 证 明 其 色散 关系 为 on(9) = pA eos gpa), 计算 9w(g)/9q 


的 表达 式 . 证 明 当 9 = 时 ,9w (9g)/9g 为 无 穷 大 ,并 讨论 w*(9) 的 变化 情况 . 
3.11 软 声 子 模 , 
设 有 等 质量 而 电荷 交 答 变 号 的 一 维 离子 链 , 第 ! 个 离子 的 电荷 为 6 = 
。*( -1) "原子 间 的 势 为 两 种 焉 献 之 和 :(1) 最 近邻 离子 间 的 短程 弹性 相互 作 
用 , 力 常量 为 C, =B, 以 及 (2) 所 有 离子 间 的 库仑 相互 作用 . 


2 
(a) 证 明 库仑 相互 作用 对 原子 的 力 常量 的 贡献 为 C=2( -1)' 癌 ' 其 中 a 


是 最 近邻 平衡 距离 
(b) 由 属 格 振动 方程 推导 下 列 一 般 的 声 子 色散 关系 : 


(9) = Te ~ cos gpa) 
证 明 : 色散 关系 可 写 为 
er = Sim Bo + oD (- D'(1 ~ eos gla) 1™ 
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式 中 w=4B/M, 而 0 = epBa 
(6) 证 明 在 布 里 渊 区 边界 ga = 处 ,车 go >0.475 或 4/75(3) 时 , 则 wi(g) 是 


负 的 (不 稳定 模 ) ,这 里 《 是 Riemann-Zeta 函数 . 进而 证 明 , 如 果 o > (2in 2 ) ”= 
0. 721 , 则 对 于 小 的 9a ,声速 为 虚数 . 所 以 车 0.475 <o <0.721, 对 于 在 (0,r ) 区 
间 内 的 某 个 94,w*(9) 变 为 零 , 因 而 卓 格 不 稳定 . 注意 , 声 子 谱 不 是 双 原 子 曲 格 型 
的 ,因为 任 一 离子 与 其 近邻 的 相互 作用 与 其 他 离子 相同 . 


第 四 章 能 带 论 


4.1 一 维 周 期 场 中 电子 的 波 函 数 (x) 满足 Bloch 定理 , 若 晶 格 常数 为 = 
的 电子 波 函 数 为 


(0) 和 (9 =sin DE 


3mx 
(b) 加 (9) =ico 全 


oD 
了 是 某 确定 的 琢 数 , 试 求 电 子 在 这 些 态 的 波 拓 ， 
4.2 试 证 明 , 在 8 函数 组 成 的 一 维 周期 势 场 Y(x) = 4 三 sc -ta) 中 , 单 
电子 能 十 由 下 列 Krenig - Penney 关系 决定 eos ha = ts aa + cos onsa? = 


2mE/ 外 ;并 用 结果 说 明 每 一 能 带 曲 线 均 满足 E(k+K,) = BE(k), 当 4=b, 且 的 
为 负数 时 , 它 可 以 认为 是 单 电子 在 一 维 链 中 运动 的 一 种 良好 模型 ， 
4.3 电子 在 周期 场 中 的 势能 


vo) [Smother-berenatb 
0, (n-lDatrbsxsna-b 


且 a=46,w 是 常数 , 试 画 出 此 势能 曲线 ,并 求 此 势能 的 平均 值 . 
4.4 用 近 自由 电子 模型 处 理 上 题 , 求 此 晶体 第 一 及 第 二 禁 带宽 度 . 
4.5 设 两 维 正方 格子 的 周期 势 为 


V7) = Vs) = 40eos Soos 2 


0 为 晶 格 常数 , 求 : 
(a) V(r) 按 倒 格 矢 展开 的 传 里 叶 系 数 VK,); 
(b) 对 近 自 由 电子 而 言 , 在 哪些 布 里 洲 区 界线 上 有 Bragg 反射 ? 并 写 出 相 
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应 的 能 隙 . 
4.6 设 已 知 近 自由 电子 在 布 里 渊 区 边界 附近 能 最 为 


EB, (Kk) = 二 [EOD rE + RE)] + 


证 明 : 在 布 区 界面 上 ,垂直 于 界面 的 电子 速度 分 量 为 0 
4 7 设 二 维 长 方 品格 的 周期 势 V7) = V+ 4eos 4 + Beos 2 到 ,试用 近 自 


由 电子 近似 求 次 态 为 人 = [2 的 电子 的 能 其 及 其 相应 的 波 汕 数 


4.8 平面 正六 角形 晶 格 (如 图 ) ,六 角 型 两 个 多 
对 边 的 间距 是 4, 基 矢 为 " 
a Sat oy 
dy [ 
试 画 出 此 上 出 体 的 第 一 里 渊 区 . 
4.9 用 紧 束缚 方法 导出 体 心 立方 晶体 s 态 电 习题 4.8 图 
子 的 能 带 : 


E(k) = E, ~ J -Bcos econ eo0 


2 
试 画 出 沿 方向 (k, = =0) ,E(k,) 和 wv(%,) 的 曲线 。 
4.10 用 紧 束缚 方法 导出 面 心 立方 晶体 。 态 电子 能 带 ; 


并 求 能 各 底 部 的 有 效 质量 
4 11 设 一 维 品 体 避 格 党 数 为 ,系统 的 哈密 他 最 为 呈 = 一直 


其 中 Vx)= - FA: ~ ta) , 若 已 知 孤立 原子 的 势 和 波 函数 为 
Vi=-A(s 人) po = a em, E,=- Aa/2m 
试用 紧 束缚 近似 求 ， 态 电子 的 
《a) 能 带 公式 ; 〔〈b) 能 带宽 度 ; 《ec) 带 底 有 效 质量 . 
4.12 试 由 紧 东 缚 近似 证 明 而 格 常数 为 a 的 简单 一 维 晶体 中 ,第 / 格 位 上 s 


+ V(x), 
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电子 的 概率 幅 C,(1) 满足 方程 : 
请 CO = ACID -BCA(t) - BC!) 

式 中 4= 忆 - 几 ,B= 几 ,E, 是 孤立 原子 轨道 的 能 量 ,J 是 晶 场 臂 裂 , 几 是 最 近 
邻 交付 积 分 . 假定 一 维 曲 链 中 原子 总 数 为 N, 试 求 : 

(a) 电子 的 能 量 与 波 矢 关系 E(k) = ? 

(b) 能 带宽 度 和 带 顶 空 穴 及 带 底 电 子 的 有 效 质量 ; 

(e) 设 4=0, 求 能 带电 子 的 态 密度 p(E) =? 

(d) 假定 原子 有 一 个 价 电子 , 试 求 了 =0 时 的 费 米 能 B?. 


4.13 菜品 体 中 电子 的 等 能 面 是 椭 球面 E(k) 


~E+dE 之 间 的 状态 数 
4.14 一 维 金属 的 Peierls 失 稳 . 


考虑 一 维 人 金属 电子 气 ,其 费 米 波 矢 为 满足 自由 电子 能 谱 (4) = 起- 局 
如 果 一 维 品 格 由 于 电子 气相 互 作用 产生 的 周期 形变 为 4cos 2hx, 其 弹性 能 可 表 
示 为 En = 二 C4i(eows26x) = 二 Ch? ,该 形变 同时 使 电子 处 在 一 个 周期 势 场 中 ， 
V(x) =244cos 2krx 中 . 

试 计算 ， 


(a) 在 该 周期 势 作 用 下 ,电子 在 ky 附近 上 = + Ak 的 能 谱 E(Ak) 及 
dE( Ak) /dA 

《b) 对 系统 的 电子 能 量 和 形变 能 求 导 , 求 出 系统 的 最 低能 量 所 对 应 的 形 
变 A; 

(中) 在 


heTC/4mA? 六 1 时 ,形变 4 的 表达 式 为 4 = -2 及 局 /mAe "re, 


第 五 章 金属 电子 论 


5.1 设 一 个 二 维 自由 电子 气 系统 ,每 单位 面积 中 的 电子 数 为 4, 试 求 出 该 
系统 的 

(a) 能 级 密度 N(E); 

(b) 费 米 能 (化 学 势 ) 号 CD -mn[ en 人 a 区 | 

5.2 设 阻尼 项 为 -由 "ww , 试 证 明 : 当 忆 = (EE,,6,,8,),B=(0,0,8) 时 电 
导 率 公式 为 


六 1 -wr 0 E, 
= -一 2 | 1 0 尼 

Wa er | 

帮 0 0 1+(wr) NE, 


Ws 用 电子 源 移 速度 的 方程 m [时 + 二 = -“B, 证 明 :频率 为 w 的 电 


1+iar 


导 率 为 c(w) =0(0)T + (ov) 


5.4 在 低温 下 实验 测 出 某 绝缘 晶体 的 比 CAr™ 
热 容 与 温度 的 关系 CT”- 7 为 一 直线 , 斜 
率 为 6, 截 距 为 4, 如 图 所 示 ， 

(a) 写 出 低温 下 C, 与 了 的 关系 ; 

(b) 若 已 知 直线 的 斜率 部 分 来 源 于 声 子 对 
比热容 的 贡献 , 求 8 与 德 拜 温度 9。 的 关系 ; 

《e) 设 截 距 部 分 来 源 于 某 玻 色 子 对 比热容 
的 贡献 , 试 估计 该 准 粒子 的 色散 关系 由 一 必 中 
的 p= 

5.5 已 知 布 里 浏 区 边界 对 费 米面 的 影响 如 图 所 示 , 证 明 : 

As + 二 A VR) 


其 中 (0) =ne? rt /m*， 


4 


习题 5.4 图 


其 中 V(K,) 是 该 布 里 洲 区 边界 对 应 的 唱 格 周期 势 的 伟 里 叶 分 量 . 


习题 5.5 图 


第 六 章 半导体 电子 论 


6.1 车 NN 型 半导体 中 ,Ns #0,N 关 0,N、<< No, 证 明 :在 杂质 弱电 离 条 件 
(nc<AN < Ns) 下 , 导 带 电子 浓度 为 
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exp( - E/T) 


式 中 El=E. -Eb. 
6.2 证 明 : 存 在 两 种 类 型 载 流 子 时 的 填 尔 系数 为 
1 -nm 
(PT 
式 中 4 = - 色 ，m 分 别 为 电子 和 空 穴 浓度 沙 - 水。 为 电子 和 空 穴 的 迁移 率 ， 
6.3 设 某 N 型 半导体 的 施主 浓度 为 Ne , 若 不 考虑 本 征 激发 , 试 证 明 :在 低 
温 范 围 内 , 当 温度 升 商 使 得 N- (7) = Ne 时,Br 有 极 大 值 : 


本 ey 3 ho/ No 
(CE = 去 (5460 + 二 起 ( 逢 


Ry = 


N.CT) =2(02?on kT) /Rh ,No = N.CT) /AT 


第 七 章 固体 磁性 


7.1 用 平均 场 近似 证 明 :S = 序 铁 可 系统 在 Te -7 了 7 时 ,自发 磁化 


M(T) « VR 
7.2 对 于 2N 个 5=1/2 磁 离 子 组 成 的 反 铁 磁 体 ,试用 平均 场 近 似 证 明 ; 当 
赂 去 次 近邻 格 点 问 交换 作用 时 ,系统 的 了 > 7\, 顺 磁 磁 化 率 为 


趟 中 C=N(gpn) /2k,,T, 


7.3 一 维 反 铁 磁 自 旋 波 , 
考虑 简单 的 一 维 反 铁 磁 系统 , 令 偶数 指标 (21) 的 自 旋 构成 子 品格 A, 其 自 施 
向 上 (5,~h) 奇数 指标 (21+ 1) 的 自 旋 构 成 子 品格 B ,其 自 旋 向 下 (S,= - 13) ， 
只 考虑 最 近邻 相互 作用 ,并 取 了 = ~ Jr 为 负 , 引入 自 旋 的 上 升 ` 下 降 算 符 $ 
+i3，S =3. ~iS,, 
(a) 试 证 明 :A、B 子 蝇 格 自 旋 进 动 方程 分 别 为 
dSiXdi = ~ 2iJ eAS(283, + S83 + S30) 
dS$ /dt = 2iJ hs(253. + 53 + S23) 
(b) 试 证 明 : 此 反 铁 磁 系统 中 自 旋 波 色散 关系 为 


(9) = ww sin 二 oo 
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式 中 w。 = 4Jurj3. 

7.4 ”近藤 效应 ( Kondo effect). 

在 稀 磁 合金 ,例如 以 Cu、Ag、Au 为 基 , 挫 入 Cr、Mn 或 Fe 的 合金 ,磁性 离子 与 
传导 电子 之 间 的 交换 耦合 ,会 使 两 个 磁性 离子 之 间 发 生 一 个 间接 交换 作用 ,一 般 
称 为 RKKY 相互 作用 . 磁性 离子 与 传导 电子 之 间 的 相互 作用 ,可 以 使 稀 磁 合金 
的 电阻 率 - 温度 曲线 在 低温 下 出 现 一 个 极 小 , 称 为 近 茧 效应 ,如 果 电阻 率 依赖 于 


自序 部 分 的 届 册 为 p= cps (1+ 和 in 7 = cps- cpuln 7, 式 中 了 是 交换 能 ,是 
最 近邻 数 ,C 表示 浓度 on 是 交换 散射 强度 , 试 证 明 :在 低温 下 ,电阻 率 的 极 小 值 ， 
出 现在 

To = (Cp1/5a)'” 
处 . 式 中 为 低温 下 声 子 散射 导致 的 电阻 率 泥 度 系数 . 


第 人 意 超 导 电 性 


8.1 平板 超导体 中 的 磁场 穿 透 
证 明 : 穿 透 方程 可 以 写 为 
A VB=B 
其 中 为 穿 透 深度 ， 
《a) 证 明 :在 厚度 为 5 并 垂直 于 x 轴 的 平板 超导体 内 ,B(x) 为 


8, 为 在 平板 外 并 平行 于 它 的 磁场. 这 里 x =0 取 在 平板 中 心 处 
(b) 平板 中 的 有 效 磁化 强度 W(x) 由 B(x) - 8B。= poM(x) 确 定 . 证 明 ; 当 
6 A 时 ， 


MoM(x) =~ (B,/8A’) (6 - 4x) 

8.2 超 导 注 膜 的 临界 场 . 

(a) 利 用 习题 8.1(b) 的 结果 ,证 明 :在 7 了 =0 厚度 为 5 << 入 时 ,Gibbs 自由 
能 为 

G(x,B,) = 6,(0) + (6° - 4x*) Bi/16u0A’ 

这 里 忽略 了 动能 的 贡献 ; 

(b) 证 明 磁 能 对 6, 的 贡献 在 薄膜 厚度 内 取 平均 的 值 为 B?(8/A)?/24p。; 

(6) 如 果 我 们 只 考虑 磁 能 对 6, 的 贡献 , 试 证 明 薄 膜 的 临界 磁场 正比 于 
(X78) ,其 中 有 .=B./p。 为 体 临界 场 . 

8.3 超导体 的 二 流体 模型 . 
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在 超导体 的 二 流体 模型 中 我 们 假定 ,在 0<7<7。 的 温度 范围 内 ,电流 密度 
可 以 写 为 正常 电子 与 超 导 电子 的 贡献 之 和 :J =J,+J,, 其 中 J，=ooE, 而 J 由 
London 方程 给 出 . 这 里 0 是 普通 的 正常 电导 率 , 由 于 在 温度 7 了 时 的 正常 电子 数 
目 比 正常 态 时 的 数目 减少 ,因而 ce 降低 . 略 去 /7, 中 的 惯性 效应 

(a) 从 麦克 斯 韦 方程 出 发 ,证 明 :联系 超导体 中 的 电磁 波 频率 w 与 波 矢 4 的 
色散 关系 : 


= Hoooi -AP + wipoeo 


(b) 如 果 r 是 正常 电子 的 弛 珠 时 间 ,n。 是 它 的 浓度 ,利用 公式 we = me rm， 
证 明 ;: 当 频率 w < 二 时 ,色散 关系 与 正常 电子 没有 重要 的 联系 ,所 以 电子 的 运动 


可 单独 由 London 方程 来 描述 , 超 流 短路 了 正常 电子 , London 方程 本 身 只 是 当 hw 
比 起 能 阶 小 时 才 是 正确 的 , 注意 ,重要 的 频率 为 w ee w,,w, 为 等 离子 体 频率 

8.4 London 穿 透 深度 . 

(a) 取 London 方程 的 时 间 导 数 ,证 明 ;a7/at = (1/p6A?)E; 

(b) 对 电荷 为 9、 质量 为 m 的 自由 载 流 子 , 如 果 mdv/dt = gE, 试 证 明 :A} = 
m/pong’, 

8.5 约 巧 夫 森 结 的 衍射 效应 

考 虞 一 个 蝶 形 截面 的 结 ,磁场 妃 沿 结 的 平面 垂直 于 宽度 为 W 的 一 个 边 . 令 
结 的 厚度 为 及, 为 方便 起 见 ,假定 当 8 =0 时 两 超导体 的 相位 差 为 2. 在 有 磁场 
的 情况 下 ,证明 ;直流 电流 为 

J = 1, Sn CWDBe/he) 
"WDBe/he 
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